Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 19. és 20. eldadds-didkhoz tartozo feladatsor

1. (1.1.8, 1.1.9) Irjuk fél a modulo 5 és a modulo 6 dsszeadas és szorzas tablazatat. Veé-
gezziik el a 2 : 3 osztast modulo 5. Tudunk-e osztani Z; minden nem nulla elemével? Igaz-e,
hogy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla? Mi a helyzet modulo 67

2. Hany nulloszté van Zs-ben? Hat Z4[x]-ben?

. (2.2.32) Hatéarozzuk meg a Z,, gytriiben a nullosztokat és az invertalhato elemeket.
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4. Adjunk meg egy olyan mésodfoku f € Zg|x] polinomot, melyre (3z + 1) f(z) foka 2
5. Adjunk példat, ami mutatja, hogy Zg f616tt nem igaz a polinomok azonossagi tétele.
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. Hany olyan legf6ljebb negyedfokt polinom van Zs[x]-ben, mely minden helyen 17
7. Bontsuk Z, folott gyoktényezds alakra az 28 + 1 polinomot.

8. (2.2.4, 2.2.7) Igazoljuk, hogy a kompozicié asszociativ. Mi az egységelem? Adjunk
példat két geometriai transzformaciora, ami mutatja, hogy a kompozicié nem kommutativ.

9. (2.2.35) Az alabbi strukturak gytiriik-e? Ha igen, kommutativak-e, egységelemesek-e,
nullosztomentesek-e, testek-e? Amelyek gytirtk, azokban mik az invertalhato elemek?

(1) {a+bi : a,b € Q} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve.
G ={a+0bi: a,beZ} aszokisos Osszeadasra és szorzasra nézve (Gauss-egészek).
3 { a+bV2 :abe Q} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve.

A paratlan, illetve a 2-hatvany nevezdjd tortek Q miiveleteire nézve.

Egy X halmaz 0sszes részhalmaza, ahol az 6sszeadas a szimmetrikus differencia képzé-
se, a szorzés pedig a metszetképzés. (Két halmaz szimmetrikus differenciaja azokbol
az elemekbd] all, amelyek a két halmaz koziil pontosan egyben vannak benne.)

(2)
(3)
(4) {a+ bY2 :abe Q} a szokasos Gsszeadasra ¢s szorzésra nézve.
(5)
(6)

10. (2.2.36) Mutassuk meg, hogy a Zg gytiriiben R = {0, 2,4} részgytiriit alkot. Egységele-
mes gyuri-e, illetve test-e az R gytrd?

11. (2.2.41) Legyen R kommutativ, egységelemes gytiri, és tekintsiik az a+bi alaka formalis
kifejezéseket, ahol a,b € R (az R folotti komplex szamokat). A miveleteket ugyanigy veé-
gezziik, mint a kozonséges komplex szamokkal. Testet kapunk-e, ha R = Z3? Es ha R = Z5?

12. (2.2.20%) Igazoljuk az a™a" = a™™ és az (a™)™ = a™" azonossagokat tetszsleges egy-
ségelemes gytri a invertalhatod elemére (m és n egészek, de lehetnek negativak is).

13. (2.2.37*) Legyen R gytirt, r, s € R, és m,n egész szamok. Igazoljuk az alabbiakat.

(1) (—n)r az nr ellentettje.
(2) mr+nr=(m+n)r.
(3) n(mr) = (nm)r.

24) n(r +s) = nr + ns.

5) n(rs) = (nr)s = r(ns).

14. (2.2.40%*) Jeldlje Z[v/2] az a + by/2 alaki szamok gyftirtjét a C-beli Gsszeadasra és
szorzasra, ahol a,b € Z. Igazoljuk, hogy ebben végtelen sok invertalhat6 elem van.



