Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 13. eldadds-didhoz tartozo feladatsor feladatainak megolddsai

1. Legyen A(n) = log(p) ha n > 1 egy p prim hatvanya, 0 egyébként; f(n) =1han =1 és
0 egyébként; g(n) = —3log(n); h(n) = (—1)""!. Melyek multiplikativak /additivak? O

Az f nem additiv, mert 2 = f(1) + f(1) # f(1 + 1) = 0, de totalisan multiplikativ, azaz
f(ab) = f(a)f(b) minden a,b > 1 esetén, hiszen mindkét oldalon 0 all, kivéve ha a = b = 1.
A ¢ totalisan additiv, de nem multiplikativ, A multiplikativ, de nem totalisan multiplikativ
és nem is additiv, végiil A se nem additiv, se nem multiplikativ (von Mangoldt-fiiggvény).

2. Van-e olyan f multiplikativ fiiggvény, amely az f(1) = 1-et kivéve mindenhol negativ? [
Nincs, ha f(2) és f(3) negativ, akkor f(6) > 0.

3. Legyenek f(n) és g(n) nem azonosan nulla multiplikativ fiiggvények. Bizonyitsuk be,
hogy h(n) = f(n) 4+ ¢g(n) nem multiplikativ! O

Az 1-nél f(n) + g(n) értéke 2, és 1 vagy 0 kellene, hogy legyen.

4. A torok szultan bortonében szaz cella van, mindben egy-egy rab senyved. A szultan dgy
dont, hogy néhany rabot szabadon bocsat. Alaphelyzetben minden cella zarva van, a kulcsot
csak egyetlen iranyba lehet forgatni (egy forditas kinyit, két forditas Gjra bezar). A szultan
elkiild egy 6rt, hogy forditson egyet minden zaron. Aztan elkiild egy mésikat, hogy forditson
minden masodikon. Es igy tovabb, a szazadik 61 csak a szazadik ajto zarjan fordit (a rabok
nem szoknek meg kozben). A szazadik 6r akcioja utan amelyik cella ajtaja nyitva van, onnan
a rab tdvozhat. Hany rab fog szabadulni, és honnan? 0]

Az m-edik cella rabja akkor szabadul, ha m osztéinak szama paratlan. Ezek pontosan a
négyzetszamok. Ez latszik d(n) képletébdl, hiszen (a; + 1)... (g + 1) akkor paratlan, ha
mindegyik «; paros. (Mdsik meggondolds: parositsuk d | m-et m/d-vel. Mindenki a parjatol
kiilonboz6, kivéve, ha d = m/d, azaz m = d?.) Tehat 10 rab szabadul ki.

5. A 100-nal kisebb szamok koziil melyiknek van a legtobb osztoja? 0

A feladatot jiranyitott probéalgatassal” oldjuk meg. Ha a [[p{" szdmban valamelyik p;-t
csOkkentjiik gy, hogy a primek tovabbra is kiilénb6z6k maradjanak, akkor a szam csokken,
de az osztok szama nem valtozik. Ugyanez torténik akkor is, ha két primet megeseréliink
ugy, hogy a kisebbik primhez tartozzon a nagyobb kitevs. Tehat csak azokat a szdmokat kell
megnézni, ahol a primek sorban 2, 3,5, ..., a kitevék pedig csokkennek. A legnagyobb ilyen
100-nal kisebb szamok a kovetkez6k: d(2°) =7, d(2°-3) = 12, d(23-3%) = 12, d(2%-3-5) = 12.
Konnyt végiggondolni, hogy csak a felsorolt 100-nél kisebb szamoknak van 12 osztéja.

6. Igazoljuk, hogy ha p és 2P — 1 egyszerre primszam, akkor 2P~ 1(2F — 1) tokéletes szam. [J
c(2F (2P —1)) = (2?-1)(1+2»—1)=2-27"1(2" — 1).

7. Igazoljuk, hogy a,b > 1 esetén d(ab) < d(a)d(b), és egyenlGség akkor all, ha (a,b) = 1. O
Irjuk fol kozos kanonikus alakban a szamokat, ekkor az (a; + 1)(8; + 1) > (a; + B + 1)

egyenl6tlenséget kell vizsgalni. Ez azzal ekvivalens, hogy a,;3; > 0. Ez persze_ mindig igaz, és
egyenlGség csak akkor van, ha «; és (; valamelyike nulla mindegyik i-re, azaz szamok relativ
primek. Mdsodik megoldds, dtlet: ab minden osztoja felirhaté mn alakban, ahol m | a és

n | b. Ez a feliras akkor egyértelmt, ha (a,b) = 1. Ilyen (m,n) parbol d(a)d(b) van.
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8. Igazoljuk, hogy d(n) < n/2+1, tovabba d(n) < n/3+2, stb. Hol végzédik a sorozat? O

Az n egyetlen n/2-nél nagyobb osztéja maga n. Altalaban, ha n = md és d > n/k, akkor
m < k. Ha k egész, akkor m csak 1,2,...,k — 1 lehet, ezért d(n) < n/k + k — 1. Ezek
a kifejezések csokkennek addig, amig n > k(k + 1), utana noni kezdenek. Az n/x 4+ 2z —1
fliggvény minimuma x = /n-nél van. De ha k nem egész, akkor m felvehet k-féle értéket
is. Ezért ilyenkor csak d(n) < n/k + k teljesiil biztosan. Specidlisan ha k = /n, akkor
d(n) <2y/n. Pl. han =6, akkor n/2 +2 —1=n/3+3 —1=4=d(6) és 2v/6 ~ 4.9.

9. Oldjuk meg a o(x) = = + 3 egyenletet. O

A feltétel szerint 3-mal egyenld x valodi osztoinak Osszege (tehat azoké, amelyek x-t6l kii-
16nboznek). Ez csak 14 2 lehet, vagyis = 4 (kiilénben /2 > 2 is valodi oszto lenne).

10. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 egész szam, akkor o(n) < 2nlogn. O

Az n osztéi n/d alakiak, ahol 1 < d < n. Ezért o(n) < nd ., (1/d) < n(l+logn) (ami
analizisbdl ismeretes). Ez nagyon durva becslés, lasd FGy-konyv, 6.4.6-os feladat.

11. Tgazoljuk, hogy d(n) + ¢(n) < n + 1. Mikor van egyenlGség? O

Ha 1l < d < n,akkor d | nés(d,n) = 1 egyszerre nem teljesiilhet, ezért igaz az egyenlGtlenség.
Ha egyenlGség van, akkor minden d, ami nem relativ prim n-hez, oszt6ja n-nek. Ez igaz, ha
n = 1,4, vagy ha n prim. Maskor nem, mert ha p az n legkisebb primosztoja, akkor n—p nem
relativ prim n-hez, igy n — p | n. Tehat n —p < n/2, azaz p > n/2. Ezért n =2p és p = 2.

12. Mely egész szamokra teljesiil, hogy ¢(n?) = p(n) + 107 O

Az Euler-fiiggvény képlete miatt p(n?) = np(n). Ezért 10 = p(n)(n — 1). Tehat n — 1| 10,
azaz n = 2,3,6,11. Ezek koziil a 6 és 11 megfeleld.

13. Szamitsuk ki k(n) =, u(d)% értékét expliciten (Mobius-megforditas, 29. dia). O

Legyen f multiplikativ és g(n)=>_,, u(d) f(d). Ha d nem négyzetmentes, akkor u(d) = 0. Igy
g(n) = g(m), ahol m az n ;négyzetmentes része”, vagyis n primosztoinak szorzata. Ha viszont
d négyzetmentes, akkor d | m és (d,m/d) = 1, tehat a Mobius-fiiggvény multiplikativitasa
miatt pu(d)u(m/d) = p(m). Mivel p(m/d) = 1, és igy reciproka énmaga, azt kapjuk, hogy
p(d) = p(m)p(m/d). Legyen h(n) =3, n(n/d)f(d) az f Mobius-megforditasi fiiggvénye,
err6l tudjuk, hogy multiplikativ. Ekkor tehéat g(n) = g(m) = p(m)h(m). Ezért g szintén mul-
tiplikativ, mert ha (a,b) = 1, és a négyzetmentes résziik u, illetve v, akkor ab négyzetmentes
része uv, és igy g(ab) = g(uv) = p(uv)h(w) = p(u)h(w)u(v)h(v) = g(u)g(v) = g(a)g(b).
Mindezek alapjan a feladatbeli k(n) fiiggvény értékét elég primszamokra kiszamolni, hiszen
k(pi*...pF) = k(p1) ... k(pe) (feltéve, hogy mindegyik a; > 1). Az eredmény [[2/(1 — p;).

14. Mikor lesz o(p*) négyzetszam? (A p prim.) O

Tudjuk, hogy o(p*) = 1+ p+p*+p® +p*. Ha p = 2, akkor ez 31, ami nem négyzetszam. Ha
p péaratlan, akkor (p2 +(pt 1)/2)2 =p' +p3 £ p? + p?/4 £+ p/2 + 1/4. Amikor minusz van
a képletben, akkor ez kisebb, mint o(p?), mert (=3/4)p*> —p/2 +1/4 < p* +p+ 1. Amikor
plusz van, akkor nagyobb vagy egyenls, mert (5/4)p* +p/2+1/4 > p? +p+ 1, atrendezve és
4-gyel szorozva p(p — 2) > 3, ami igaz, mert p > 3. Egyenldség csak p = 3 esetén lehetséges.
Igy o(p*)-t két szomszédos négyzetszam kozé zartuk, tehat csak p = 3-ra lesz négyzetszam.
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15. Oldjuk meg a 322 + 52 —2 =0 (12) és az 23 + x + 3 = 0 (125) kongruenciakat. O

Az els6 esetben mod 3 és mod 4 kell vizsgalodni, ezek kis modulusok, a probalgatas a legcél-
ravezetGbb. A 32?45z —2 = 0 (3) kongruencia valojaban elséfoku, egyetlen gyoke x = 1 (3),
azaz x = 1,4,7,10 (12). Mod 4 az x = 2, 3 felel meg, és igy x = 7,10 (12) a megoldas.

A masodik esetben a Hensel-lemmat alkalmazzuk kétszer. Probélgatassal kapjuk, hogy
r = 1 az egyetlen megoldas mod 5. Mivel 23 + z + 1 derivaltja 322 + 1, ami az 1 helyen
5-tel nem oszthato, a lemma alkalmazhat6. Els6 korben a —(1+ 1+ 3)/5 = t(3+ 1) (5)
kongruenciat kell ¢-re megoldani, az eredmény ¢t = 1 (5). Ezért 1+ 1-5 = 6 lesz a megoldas
mod 25. Méasodik kérben a —(6% + 6 + 3)/25 = ¢(3- 6 + 1) (5) kongruenciat kell megoldani.
Az eredmény t = 4 (5), és ezért a feladat megoldasa 6 + 4 - 25 = 106 mod 125.

16. Tegyiik fel, hogy p péaratlan prim és p t a. Igazoljuk, hogy az 2> = a (p) kongruencia
pontosan akkor oldhat6 meg, ha az #? = a (p") kongruencia minden n > 1-re megoldhato. [

Tegyiik fel, hogy 22 = a (p) megoldéasa +b. A feladat feltevése szerint p f a, ezért b # 0 (p).
Mivel p paratlan, az x?> — a derivaltja, azaz 22 nem vesz fel nullat a b helyen mod p. Ezért
a Hensel-lemma szerint van megoldés modulo p" is, minden n-re.

17. Igazoljuk, hogy ha a =1 (8), akkor 22 = a (2") minden n > 1-re megoldhato. O

Most a Hensel-lemma nem alkalmazhat6, mert x? — a derivaltja azonosan nulla mod 2.
Nyilvan ¢ = ¢3 = 1 megoldés mod 4 és mod 8. A 27. diasorozat 13-as diajan lathato
bizonyitashoz hasonléan ,két kitevényit” 1épiink folfelé. Illusztralé példa: a = 17. Ennek
megoldasa z =1 (16), de mod 32 mar nem. Viszont 1 4+ 8 = 9 megoldas lesz mod 32, mert
92 = 17 (32). Altalaban, ha ¢? = a (2*), ahol k > 3, akkor keressiik c;1-et ¢, +12F~! alakban
(a Hensel-lemma bizonyitasaban cj,+tp" szerepelt). Ekkor (cp+¢2F1)2 = 2 ¢t 2~ + 22262,
Mivel k > 3, ezért 2841 | 225=2 Atrendezve és 2F-nal osztva —(c2 — a)/2" = ¢t (2). Itt
e, = 1 (2) (hiszen ¢ = a =1 (8).) Ezért van megoldas t-re. Osszefoglalva: ha 2 = a (2¥)
és k > 3, akkor ¢2 vagy (cp + 2871)2 kongruens lesz a-val mod 2~+1.

18. Igazoljuk, hogy ha n > 1, akkor o(n)p(n) < n? —1 ¢és o(n) + ¢(n) > 2n. Mikor &ll
egyenlGség? 0

Tegyiik fel, hogy n = p*...p.*, ahol mindegyik o; > 1. Ekkor o és ¢ képlete alapjan
o(n)p(n) = [I(p> ' —1)p¥~! < T[(p>* —1), és itt egyenldség csak akkor lehet, ha mindegyik
;=1 De(a—1)(b—1) <ab—1,haa,b> 1, és egyenléség csak a = b = 1 esetén all. Igy k
szerinti indukcioval [[(p2* — 1) < [[p?™ — 1 = n? — 1, és egyenldség csak akkor lehetséges,
ha egy tényezé van. Ezért o(n)p(n) = n? — 1 pontosan akkor, ha n primszam.

Aca(p®)+e(p™) = (p*™=1)/(p—1)+p* 1 (p—1) > 2p™ egyenlbtlenség igaz, mert p — 1-gyel
szorozva és atrendezve ekvivalens azzal, hogy p®~! > 1. Egyenldség akkor all, ha o = 1.
Ha t6bb primtényezore akarunk attérni, akkor meg kell gondolni, hogy ha (m,¢) = 1, akkor
a(m) + ¢(m) > 2m-bol és o(f) + p(l) > 2¢-bol kovetkezik-e, hogy o(ml) + p(ml) > 2md.
Ha m > 1, akkor o(m) > m > ¢(m) és hasonléan, ha ¢ > 1, akkor o(¢) > (). Vagyis elég
belatni, hogy ha a > b és ¢ > d, akkor ac + bd > (a + b)(c + d)/2. Ez tényleg teljesiil, mert
atrendezve (a — b)(c — d) > 0 adodik. Ha egyenléség van, azaz ha o(n) + ¢(n) = 2n, akkor
csak egy primhatvany-tényezé lehet, és ebben is 1 a kitevd, tehat n primszam.



