Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 11. és 12. eldadds-didkhoz tartozo feladatsor feladatainak megolddsai

1. Egy szigeten 7- és 11-feji sarkanyok élnek. Egy kiralyfi le akarta gy6zni az Gsszeset, ezért
megszamolta, hany feje van a sarkdnyoknak Osszesen (hogy tudja, mire vallalkozik).

(1) Hany sarkany van, ha 75 fejet szamolt?

(2) 59 fejet szamolt. Igazoljuk, hogy elszamolta.

(3) Most szamoléas el6tt levagta az Osszes sarkanynak 1-1 fejét és ezutan 40 fejet szamolt.
Hény sarkany lehetett Osszesen?

O

Az els6 kérdéshen az egyenlet 7Tx+ 11y = 75. A megoldéas soran kifejezziik azt az ismeretlent,
amelynek az egyiitthatoja kisebb abszolut értékid: = = (75 — 11y)/7, majd elvégezziik a
maradékos osztast: 11 = 7+ 2 — 3. Fontos: azt az osztast valasztottuk, ahol a maradék
abszolut értéke a lehetd legkisebb, tehat nem azt, ahol a maradék 4 (mert igy az eljaras
gyorsabban véget ér). Az eredmény z = 11 — 2y + (=2 + 3y)/7. Ekkor z = (-2 + 3y)/7
is egész szam, megismételjiik az eljarast: 7z — 3y = —2, tehat y = 22 + 1+ (2 — 1)/3. Igy
u = (z—1)/3, ahonnan z = 3u + 1. A maradékos osztas véget ért, most u segitségével
kifejezziik a korabbi ismeretleneket: y = 22 +1+u = 2(3u+ 1) + 1 + u = Tu + 3, végiil
x =11 -2y + z =6 — 11lu. Ellen6rzés: 7(6 — 11u) + 11(7u + 3) = 75 tényleg azonossag.
Mivel a feladat szerint x,y > 0, ezért 6 > 11u és Tu > —3. Innen u =0, x =6, y = 3.

A masodik kérdés egyenlete 7x+11y = 59. Hasonlbéan szamolva x = 10—11u és y = Tu—1.
Tehat v < 10/11 < 1 és u > 1/7 > 0, igy nincs megoldas.

A harmadik kérdés esetében az egyenlet 6z + 10y = 40, azaz 3z + by = 20. Itt régton
latszik, hogy x = 5z, ahonnan 3z +y = 4, tehat y = 4 — 3z és x = 5z az altaldnos megoldas,
nem kellett hasznélni az algoritmust. Két megoldas van: (z,y) = (0,4) = (5,1). (Vitathato,
hogy a feladat szovege megengedi-e az elsé megoldast, amikor nincs 7 fejii sarkany.)

2. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat: 3z =5 (17); 1932 = 7 (100); 26z = 5 (65). O

A 3x =5 (17) egy linedris kongruencia, azt jelenti, hogy 17 | 3x — 5. Visszavezethetjiik az
el6z6 feladatban tanult linedris diofantikus egyenletre, ha ezt az oszthatosagot 17y = 3x — 5
formaban irjuk. A fenti algoritmussal megoldva y =5 — 3z és x = 30 — 17z.

A harmadik kongruencia a 26x — 65y = 5 egyenletre vezet. Ennek nincs megoldéasa, mert
a bal oldal oszthatoé 13-mal a jobb pedig nem. Ha ezt nem vessziik észre, és elvégezziik az
algoritmust, akkor az = = 2y + (13y +5)/26, majd az y = 2z — (5/13) ellentmondéasra jutunk
(hiszen y és 2z is egész szam, de 5/13 nem).

Osszefoglalva: Az ax + by = c egyenlet pontosan akkor oldhato meg, ha (a,b) | ¢, az
ax = b (m) kongruencia pedig ha (a,m) | b. Utobbi altalanos megoldasa z = d + um/(a, m)
alaki lesz, ahol u tetsz6leges egész. Ez egy a/(a, m) szerinti maradékosztaly.

A 19%z =7 (100) esetében elGszor ki kellene szamolnunk 193 maradékat 100-zal osztva,

vagyis a két utols6 szamjegyét. De az Euler-Fermat-tétel szerint 190 = 1 (100), mert
©(100) = 40. Ezért szorozzuk be az eredeti kongruenciat 19-cel: z = 19z = 133 = 33 (100).
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3. Melyik az a legkisebb természetes szam, amely 2-vel osztva 1, 3-mal osztva 2, 5-tel
osztva 4, T-tel osztva 6 maradékot ad? 0

Az =4 (5) és x = 6 (7) kongruenciarendszert megoldhatjuk gy, hogy mindkettst atirjuk
diofantikus egyenletre: x = 5y + 4, illetve x = 7z + 6, majd megoldjuk az by +4 = 72+ 6
egyenletet. A megoldas z = 5v — 1, ahonnan x = 35v — 1. Vagyis az utols6 két feltétel
helyettesithets az x = —1 (35) kongruenciaval. Ezt ismételhetjiik, két kongruenciat mindig
eggyel helyettesitve. A végss megoldas x = —1 (210), a legkisebb ilyen pozitiv szam a 209.

Altalaban az x = a (m) és © = b (n) szimultdn kongruenciarendszer pontosan akkor
oldhatoé meg, ha (m,n) | b — a, és a megoldas egy maradékosztaly mod [m,n| (azaz m
és n legkisebb kozos tobbszorose). A kinai maradéktétel szerint ha az mq, ..., my szamok
paronként relativ primek, akkor az = a; (m;) rendszernek mindig egyetlen megoldésa van
modulo mims ... my. Mivel 2, 3,5, 7 paronként relativ prim, ezért mér a tételbél tudjuk, hogy
a kongruenciarendszernek egyetlen megoldasa van modulo 210. Es mivel a —1 mindegyik
kongruencidnak megoldasa, minden szamolas nélkiil latjuk, hogy x = —1 (210) a megoldas.

4. Hatérozzuk meg 2926 maradékat mod 17. U
A 2 hatvanyai nyolcasaval periodikusak mod 17, ezért az eredmény 13.

5. Hatarozzuk meg 777777795432 utolso két szamjegyét. O
Az Euler-Fermat-tétel miatt 774 = 1 (100). Mivel 7654321 = 1 (40), ezért az eredmény 77.
6. Tegyiik fel, hogy 11 | a'® + b'% + 199 Tgazoljuk, hogy 11190 | ¢!00 4 pl00 4 100, O

Az Euler-Fermat miatt (z,11) = 1 esetén x'° = 1 (11), hiszen ¢(11) = 10. Ha meg
(x,11) # 1, akkor 11 | z, hiszen 11 primszam. Ezért 2'% = (21°)1° maradéka 0 vagy 1 lehet,
a haromtényezds 6sszegé pedig 0, 1, 2 vagy 3. De 0 csak akkor, ha a, b, ¢ mindegyike 0-t ad.
Igy mindharom szam oszthaté 11-gyel és ezért 11'%° osztja a 100-adik hatvanyukat.

7. Bizonyitsuk be, hogy n® — 1, n® és n® + 1 valamelyike oszthato 17-tel. O

Ha 17 | n, akkor 17 | n®. Ha nem, akkor 17 | n'® — 1 = (n® + 1)(n® — 1) az Euler—Fermat
miatt. Mivel 17 prim, valamelyik tényezének osztéja.
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8. Igazoljuk, hogy az z'? + 3?4 — 2 + 3 diofantikus egyenletnek nincs megoldasa. [J

Az Euler-Fermat miatt z'?> maradéka 0 vagy 1 lehet mod 13, és ezért a hatvanyainak is.
Vagyis az egyenletben mind a négy ismeretlent tartalmazé tag 0 vagy 1 mod 13.

9. Redukalt maradékrendszert alkot-e a {15,35,55,...,315} halmaz mod 327 0
Nem, 15+ 8 - 20 = 175 és 15 kongruensek mod 32. Az kellene, hogy (20,32) = 1 legyen.

10. Adjunk meg egy-egy teljes maradékrendszert mod 11, amely csupa péaros szambol, illetve
csupa primszambol all. O

0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, illetve 3,5,7,11,13,17,23, 31,37, 41, 43.

12. Az 1,2,...,2n szamok koziil maximum hany valaszthato ki tgy, hogy barmely ketté
nem relativ prim? 0

Kivalaszthato igy n darab: a parosak. Ennél tébb nem, mert akkor lenne két szomszédos.
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13. Igazoljuk, hogy ha m prim, akkor a kongruenciakbodl négyzetgyokot vonhatunk: ha
a’? = b* (m), akkor a = b vagy a = —b mod m. Igaz-e ez minden 6sszetett m modulusra? [

Ha m prim és m | a®> — b® = (a — b)(a + b), akkor valamelyik tényezének osztoja. Osszetett
modulusra nem mindig igaz, pl. 42 = 12 (15), de 4 £ 1 (15) és 4 # —1 (15).

14. Héany nullara végzédik a 100! szam? U
Lagrange képlete szerint az 5 kitevGje [100/5] +[100/25] 4 [100/125] +. .. = 24. A 2 kitevGje

ennél nyilvanval6an nagyobb, ezért az eredmény 24.

15. Oldjuk meg az 1000 4 2y1000 = 521000 djofantikus egyenletet. O

Az Euler-Fermat miatt a'® (és igy '°?) maradéka 0 vagy 1 mod 11. Ezért az egyenlet

csak gy teljesiilhet, ha 11 | x,y, z. De akkor 111%%_nel egyszertsitve ugyanilyen egyenletet
kaptunk. Ezt végtelen sokszor megtehetjiik, és igy x = y = 2z = 0 az egyetlen megoldas.

16. Milyen maradékot adhat 5-tel osztva 1% 4 2% + 3% + 457 Bizonyitsuk be, hogy ha k és n
tetszoleges paratlan szamok, akkor 1% + 2% + ... + (n — 1)* oszthato n-nel. U

Az Euler-Fermat miatt a' = a'™ (5), igy az els6 kérdésnél elég a 0,1,2,3 kitevéket nézni,
a valasz rendre 4,0,0,0. A méasodiknél parositsuk j*-t (n — j)k-nal, ezek Gsszege oszthato
Jj+ (n— 7)-vel, mert k paratlan. Mindenkinek van téle kiilonb6z6 péarja, mert n paratlan.

18. Mutassuk meg, hogy minden n > 2-re ¢(n) paros. U

Parositsuk a d szamot n — d-vel, ahol 1 < d < n. Ekkor 1 <n —d < n és (d,n) = 1 akkor
és csak akkor, ha (n — d,d) = 1. Ha d parja énmaga, akkor n = 2d, és igy ha d relativ prim
n-hez, akkor n = 2. Tovdbba n > 1 esetén n nem relativ n-hez, ezért ¢(n) definiciojaban
elég az n-nél kisebb pozitiv szamokat nézni. Igy n > 2 esetén ¢(n) tényleg paros.

Mdasodik megoldds: a ¢(n) képlete szerint ha egy p paratlan prim osztoja n-nek, akkor a
(paros) p — 1| o(n). Ha pedig n = 2%, és k > 2, akkor ¢(n) = 2% péros.

11. Legyen m paros, és ai,as,...,a,, illetve by, by, ... b, egy-egy teljes maradékrendszer
mod m. Igazoljuk, hogy a; +b1,a2+bo, . .., a,, + b, nem teljes maradékrendszer mod m. [

Teljes maradékrendszer elemeinek Osszege = (m/2) (m) (parositsuk az elemeket a mod m
ellentettjiikkel). De akkor az (m/2) + (m/2) = (m/2) (m) ellentmondast kapjuk.

17. Mi az utols6 két szamjegye 737 + 37%"-nek? O
A végeredmény 50. A szam 4k + 2 alaka, mert 73 = 1 (4) és 37 = 1 (4), ezért elég
megmutatni, hogy 25-tel oszthato. Mod 25 vizsgalodva, ha 5 t a, akkor a®® = 1, hiszen

©(25) = 20. Specialisan 1 = 3740 = 3737 . 373. Mivel 37 -2 = —1, ezért az el6z6t (—2)3-nel
szorozva —8 = 3737 - 13. Masrészt 1 = 73%0 = 73 . 737 65 737 = (—-2)" = —127 = —3. Eszt
8-cal szorozva 1-et kapunk mod 25, ezért 8 = 737 - 1. Igy 3737+ 73 = -8+ 8 = 0.

20. Bizonyitsuk be, hogy 561 alprim, azaz nem primszam, mégis teljesiil ra a kis-Fermat
tétel: Va-ra a®%! = a (561). O

561 = 3 - 11 - 17, és ezek paronként relativ primek, ezért elég belatni, hogy a°%! = a mod 3,

11 és 17. Mod 11 vizsgélva: ha 11 | a, akkor teljesiil; ha 11 { a, akkor a'® = 1 (11), tehat
561 =1 (10) miatt teljesiil. A méasik két modulusra is igaz, mert 3 — 1,17 — 1 | 561 — 1.
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21. Legyen p egy primszam, ry,...,7, pedig egy teljes maradékrendszer mod p. Igazoljuk,
hogy r2# 7%, ... ,772P73 is teljes maradékrendszer mod p. O

2p—2 2p—2

2p—3 _  2p—3 ) . - o .
Ha ri"" = """ # 0 (p), akkor r;r;-vel szorozva r; = r;" “r; = ri" “r; = r; (p), hiszen az

Euler-Fermat miatt 7 20 (p) = r* ' =1 (p). A 0 maradék pedig csak egyszer szerepel.

19. Igazoljuk, hogy ha p prim és a? = P (p), akkor a? = P (p?). O

A kis-Fermat miatt a = a? =0 = b (p). Ezért b = a + pk. A binomialis tételt (a + pk)P-re
felirva kapjuk, hogy v = a? + (¥)a’~*(pk) (p?) (a t5bbi tagban (pk)™ szerepel, ahol m > 2).

22. Igazoljuk, hogy n?+1 alakti szAim minden paratlan osztoja 4k + 1 alaki. Mutassuk meg,
hogy végtelen sok 4k + 1 alakd prim van. O

Legyen p paratlan primosztoja n? + 1-nek, ekkor n? = —1 (p). Ezt (p — 1)/2-edikre emelve
nP~t = (=1)®=V/2 (p). Az Euler Fermat miatt n?~' = 1 (p). Mivel 1 Z —1 (p), ezért
(—=1)P=1/2 = 1, azaz (p — 1)/2 péros, és igy 4 | p — 1. (Hasonloan igazolhatjuk, hogy ha p
paratlan primoszt6ja a? + b*-nek, akkor p = 1 (4), vagy p | a és p | b. Ezért két négyzetszam
osszegében minden 4k — 1 alaka prim paros kitevén szerepel.)

Ha csak véges sok 4k+1 alakt prim lenne, ezek p1, ..., py, akkoraz N = 4(p; ... pp)%+1 > 1
szamnak nem lehetne primosztdja, ami ellentmondas.



