Bsc algebra2 gyakorlat
Kilencedik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. SKALARIS SZORZAT, NORMA, SZOG

Emlékeztetd a hatodik feladatsor elején talalhato.

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi két pontpdar tavolsagdt: (0,1,1) és (1,0,1); (1,1,4) és (0,4, 1).
Szdamitsuk ki az elsd két vektor sz6gét és a mdsodik két vektor skaldris szorzatdt is.

Két pont tavolsaga a kiilonbségvektor hossza, azaz normaja. A (0,1,1) és (1,0,1)
tavolsdga /(0 — 1)2+ (1 —0)2+ (1 — 1)2 = /2 (az egységkocka lapatlojanak a hossza).
A komplex esetben ne felejtsiik el az abszolit értéket: /|1 — 02+ [1 — |2 + [i — 1]2 = /5.
A keresett sz6g koszinusza (0-1+1-1+1-1)/(v/2-v/2) = 1/2, tehat a szog 60 fok. A skaldris
szorzdsndl az elsd tényezdt kell konjugdlni: 1-04+1-i4+4-1=0, azaz (1,1,7) L (0,4,1).

2. Igazoljuk, hogy by = (1,1)/+/2 és by = (1,—1)/v/2 ONB C*-ben is. Adjuk meg ebben

(1,2) és (1,1) koordindtdit, majd szamitsuk ki a hosszukat a 1égi és az ij koordindtakbdl is.

Paronként ortogondlis, nem nulla vektorokbol dllo rendszer fiiggetlen, igy csak azt kell ellen-
6rizni, hogy a két vektor hossza 1, és skalaris szorzatuk nulla. Ha b = (bl, bg), akkor
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Mivel C folott szamit a skaléris szorzasnal a sorrend, figyeljiink arra, hogy a fenti képletek-
ben a bazisvektor az elsé tényezs. Masik fontos észrevétel: a hossz barmely ONB-ben

ugyanaz, /5, illetve v/2. PL |(1+i) /2> = |(1—i)/V2]> = 1, ezért ||(1,9)]|, = VI +1 = V2.

3. Igazoljuk valos euklideszi térben az alabbi dllitdsokat. Mely kozismert geometriar tételek
dltaldnositdsai? Melyek igazak komplex felett is? (1) x L 2z < ||z + z||* = ||=[|* + [|z]|*.
2) Izl = llzll <= z+zLa—=z (3) llz+zl° + llz —2[* = 2[|=[]* + 2]|2]*.

(1): Pitagorasz tétele; C f6lott = igaz, <= nem. (2): A rombusz atloi merdlegesek; C {616tt
< igaz, = nem. Ellenpélda mindkettére: z = (1,0), z = (4,0). (3): A paralelogramma
atloinak a négyzetosszege egyenld az oldalainak a négyzetosszegével; C f6lott is igaz.

Mintabizonyitds (2)-re: (x + z,x — z) = (x,x) — (x,2) + (z,2) — (2,2). Valos {6l6tt
(x,2) = (2,7), ezért ez {x,x) — (2,2) = ||z]|* — ||2]|*>. Ez akkor nulla, ha ||z| = ||z]|.

4. Mennyi a + 2b + 3¢ + 4d maximuma, ha a®> +b*> +c2 +d> =17

Hasznéljuk a Cauchy-egyenldtlenséget av = (1,2, 3,4) és w = (a, b, ¢, d) vektorokra. Azt kap-
juk, hogy |a + 2b + 3¢+ 4d| = |{(v,w)| < ||Jv||[w] = V30va? + b2+ 2 + d2 = v/30. Be kell
latni, hogy ez elérhets. A Cauchy-egyenlStlenségben akkor all egyenléség, ha a két vektor
parhuzamos, igy (a, b, c,d) = (1,2, 3,4) kell, hogy teljesiiljon. Mivel (a, b, ¢, d) a feltétel sze-
rint egységvektor, A = j:(l / \/%) Tovabba (v, w) pozitiv kell, hogy legyen, hiszen a Cauchy-
egyenl6tlenségben abszolit érték van. A w = (1 / \/%) (1,2, 3,4) valasztas a megfeleld.

(A legtobb nevezetes egyenl6tlenség alkalmas szélsgérték-feladatok elegans megoldasara.)
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2. ORTOGONALIZACIO

Gram~—Schmidt eljards: Ha by, ..., by mar megvan, akkor b = v — (by,v)b; — ... — (b, v)by, és
ber1 = 0/||b||. Figyeljiink arra, hogy v-t mindig a megfelels altérbdl vegyiik.

5. Legyen W a térben az x+1y — z = 0 egyenletd sik. Adjunk meg W -ben a Gram—Schmidt-
eljardssal eqy ortonormdlt bdzist, €s ezt egészitsiik ki a tér eqy ortonormdlt bdzisdvd.

Az els6 vektort barhogyan vehetjiik a W altérbél, a szamoléast gyorsitja, ha van nulla kom-
ponense. Példaul legyen v = (1,0,1). A bj-et ugy kapjuk, hogy ezt elosztjuk a hosszaval,
azaz v/2-vel. A masodik 1épésben egy tujabb v € W vektort kell venni, olyat, ami a mar
megkonstrualt bazisvektoroktol nem fligg. (Ha véletleniil olyat vennénk, ami fiigg télik,
akkor a Gram—Schmidt képletében b = 0 jon ki. Ilyenkor masik v-t kell valasztani.)

Legyen v = (0,1,1) € W. Ekkor

b= v— (b, )by = (0,1, 1) — %(1.o+o.1+ 11 %(1,0,1) —(<1/2, 1, 1/2).
Erdemes ellenérizni, hogy a kapott b € W, tovabba hogy b L b;. A b normalasahoz ve-
gyiik észre, hogy b norméltja ugyanaz, mint Ab normaéltja, barmely A > 0 skalarra. Ezért
kényelmesebb b helyett 2b-t norméalni, mert akkor nem kell tortekkel szamolni. Az eredmény
by = (1/ \/6)(—1, 2,1). Tehat by és by a W sikon ortonormaélt bézist alkot.

Ha még egy lépést tesziink, pl. v = (1,0,0) valasztéassal (ez a vektor mar nincs W-ben),
akkor b3 = (1/\/5)(1, 1,—1) adodik. Ekkor by, by, by ONB R*-ben.

A W sik egyenlete 0 = z +y — 2z = ((z,y,2), (1,1, —1)), ezért W az (1,1, —1)-re mer6-
leges vektorokbol all. Ennek normaltja (ami most b3) a W sik normalvektora. Vagyis b3
kozvetlentil leolvashatdo W egyenletérsl.

6. Alljon a W < R* altér azokbdl a vektorokbdl, melyek koordindtadsszege nulla. Hatdrozzuk
meg az (1,2,3,4) pont tavolsagdt ettdl a ,hipersik™tol.

by = (1/v/2,-1/4/2,0,0), by = (0,0,1/+/2,—1/v/2), by = (1/2,1/2,-1/2,—1/2) ONB W-
ben. Az ortogonalizaciot (1,2, 3,4)-gyel folytatva w = (5/2,5/2,5/2,5/2), aminek a hossza,
és igy a keresett tavolsag b és by = (1/2,1/2,1/2,1/2) (lasd az &sszefoglalot a feladatsoron).

Masodik megoldas: A W altér a v = (1,1,1,1) vektorra merdleges vektorok halmaza.
Legyen (1,2,3,4) = A(1,1,1,1) + u, ahol u € W. Ezt skalarisan v-vel szorozva v L u miatt
1424344 =4\ ahonnan A\ =5/2 és u=(—3/2,—1/2,1/2,3/2). Az (1,2,3,4) tavolsaga
W-t6l (azaz a W-re vett merdleges vetiiletétdl) a Av hossza, azaz 5. Ha W egy olyan altér,
aminek a dimenzidja eggyel kisebb a tér dimenzi6éjanal, és W normalvektora n,
akkor a v tavolsaga W-t6l | (v, n)| (ne felejtsiik le az abszolut értéket).

7. Legyen U < R* azon vektorok halmaza, melyekben az elsé két koordindta dsszege eqyen-
16 az utolsd két koordindta sszegével. Adjunk meg U-ban eqy ONB-t, hatdrozzuk meg U+t
elemeit, végiil irjuk fel az (1,0,0,0) vektort eqy U-beli és eqy UL-beli vektor dsszegeként.

by = (1/v2,-1/v/2,0,0), by = (0,0,1/v2,-1/v/2), bs = (1/2,1/2,1/2,1/2) egy ONB U-
ban. Az U alteret az U norméalvektora generalja, elemei (A, A, =\, —\). A keresett felbontas
8. Igazoljuk, hogy ha by, by, b3, by ONB, akkor (by, b))t = (b3, by).

Ha v = )\1b1 + )\ng + )\3b3 + )\4()47 akkor <bl, U> = /\1 és <b2,’U> = )\2. Tehat v L <b1, b2> akkor
és csak akkor, ha Ay = Ay = 0, azaz ha v = A\3bs + \4by.



