Bsc algebra2 gyakorlat
Tizenegyedik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. AZ EUKLIDESZI TER SPECIALIS TRANSZFORMACIOI

Emlékeztets: A feladatsor elején.

A C* aldbbi transzformdcidi kozil melyek normdlisak, onadjungdltak, unitérek?
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Ekkor [A*] az [A] transzponaltjanak (elemenként valo) konjugéaltja. A normalitast az donti
el, hogy [A*][A] és [A][A*] egyenlSk-e. Az 6nadjungaltsagot az, hogy [A] és [A*] egyenlSk-e.
Az unitérséget az, hogy [A][A*] az egységmatrix-e (tehat nem kell métrixot invertéalni, és elég
az egyik irdnyban 0sszeszorozni 6ket, hiszen tudjuk, hogy ha M és N ugyanakkora négyzetes
maéatrixok, és M N az egységmatrix, akkor NM is).

Az A transzformécié nem normaélis (ez abbol is latszik, hogy a méatrixa egy Jordan-blokk,
ezért nem ortonormaélt bazisban sem diagonalizalhat6). Tehat 6nadjungalt, unitér sem lehet.
A B unitér, igy normaélis, de nem onadjungalt (valésban ortogonalis, de nem szimmetrikus).
A C nem normaélis, de azért nem ortonormalt béazisban diagonalizalhat6 (ez egy nem meréle-
ges vetités). A D onadjungalt, igy normalis, de nem unitér (valésban szimmetrikus de nem
ortogonalis). Az E normaélis, de se nem 6nadjungalt, se nem unitér.

Tekintsiik R*-en az aldbbi transzformdcickat. Melyek szimmetrikusak, illetve ortogondlisak?
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Ismét a métrixokat kell felirni. Az F' ortogonélis és szimmetrikus is. A G ortogonalis, de
nem szimmetrikus, végiil H szimmetrikus, de nem ortogonélis.

A sikon a tikrozések, forgatdsok, vetitések kozil melyek szimmetrikusak vagy ortogondlisak?
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A sikon a(z origot fixalo) tiikrozések, forgatésok ortogonélisak, hiszen egybevagoséagi transz-
formaciok, de a vetités nem az. A tengelyes tiikrozés és a meréleges vetités szimmetrikus
(a f6tengely-tétel miatt, hiszen tudjuk, hogy ONB-ben diagonalizélhatok valos folott), de a
forgatas csak akkor, ha a szoge k180° (vagyis amikor valosak a sajatértékek).

2. ADJUNGALT ES SKALARIS SZORZAT

Emlékeztets: (Av,w) = (v, A*w) az adjungélt transzformaciot definialéo azonossag.

Igazoljuk, hogy ha Av = \v és A*w = pw, akkor A\ = 1 vagy v L w.

A feltétel szerint A(v, w) = (Av,w) = (v, A*w) = p{v, w), igy ha (v, w) # 0, akkor A = p.
Onadjungalt A-ra ebbél két dolog is kovetkezik. Ha v # 0, akkor w = v és A = pu valasz-
tassal (v,v) = ||v]|? # 0 miatt A\ = \, azaz énadjungalt transzformacié sajatértékei valosak.
De akkor az allitas azt mondja, hogy A kiilonb6z6 sajatértékhez tartozo sajatvektorai orto-
gonalisak. Fontos leszogezni, hogy ez altalanosabban, normalis transzformaciokra is igaz.

Mutassuk meg, hogy ha AA* =0, akkor A = 0.
Tetszbleges v vektorra ||A*v||? = (A*v, A*v) = (v, AA*) =0, igy A* =0, azaz A = 0.

Igazoljuk, hogy ha A normdlis, akkor ||Av|| = ||A*v|| minden v vektorra.
Valoban, ||A*v||? = (A*v, A*) = (v, AA*) = (v, A*Av) = (Av, Av) = || Av||%.
3. INVARIANS ALTER

Emlékeztets: AW <V altér invaridns az A transzforméciora, ha A nem tud kivinni vektort
W-bdl, azaz w € W — Aw € W. Trividlis invarians alterek: {0} és V. Ha W egy
A-invarians altér, akkor W+, vagyis az ortogondlis kiegészits altere A*-invarians.

Hatdrozzuk meg a sikon és a térben a forgatdsok és tikrozések nemtrivialis invaridns altereit.

A sikon invarians (origon dtmend) egyeneseket keresiink. A tiikrozés tengelye és a ra merdle-
ges egyenes is ilyen. Egy forgatasnak csak akkor van invarians egyenese, ha helyben hagyas,
vagy origora tiikrozés, ezeknek a transzformacioknak minden egyenes invarians altere.

Ha egy v # 0 vektor egy invaridns egyenesen van, akkor Av parhuzamos v-vel, és ezért v
sajatvektor. Vagyis az egydimenzids invarians alterek a sajatvektorok altal generalt alterek.
A térben ezért csak az invarians (origon atmend) sikokat érdekes megkeresni. Egy egyenes
koriili forgatas esetében a ra merdleges sik lesz invarians, és ha a forgatéas szoge nem 0 vagy
180°, akkor ezen a sikon nincs is sajatvektor. (Invarians altér a tengely is.) Egy S sikra
tiikrozés esetén maga S, és az S-re merdleges sikok is invariansak lesznek.

Mik a derivdlds nemtrividlis invaridns alterei?

A legfeljebb k-adfokii polinomok minden k-ra, hiszen derivaldsnél a fok csokken. Maés in-
varians altér nincs. Ha ugyanis W invarians altér, és f € W egy k-adfoku polinom, akkor
£, f" ..., f® € W. Ez fiiggetlen rendszer, hiszen csupa kiilonbézé foku polinombol all,
és ezért generalnia kell a legfeljebb k-adfoku polinomok £ + 1-dimenzios alterét.

Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajdtaltere B-invaridns.

Legyen W = {v : Av = \v} a A-hoz tartozo sajataltere A-nak. Ha w € W, akkor Bw € W,
azaz Bw is sajatvektor A sajatértékkel, mert A(Bw) = B(Aw) = B(Aw) = ABw.



