Bsc algebra2 gyakorlat
Hetedik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. SAJATERTEK, SAJATVEKTOR, SAJATALTER

Emlékeztets: Ha Mv = Av, ahol v # 0, akkor v sajatvektora M-nek, és A a hozza tartozd
sajatérték. Az M lehet matrix is, linearis transzforméacio is. A v # 0 kikotés azért kell, mert
v = 0-hoz minden A j6 lenne; A lehet nulla. Geometriailag: Mwv és v parhuzamosak.
A )\ sajatértékhez tartozo sajatvektorok a nulldval kiegészitve sajatalteret alkotnak. Ez az
M — X\ leképezés magtere, ahol I az identikus transzformacio.

Példdul ha T tengelyes tiikrozés egy origon atmend egyenesre, akkor egy v # 0 vektor két
esetben lesz parhuzamos a tiikorképével: ha a tengellyel parhuzamos, ekkor T'(v) = v, tehat
a sajatérték 1, vagy ha a tengelyre merdleges, ekkor T'(v) = —wv, és a sajatérték —1. A két
(egydimenzios) sajataltér tehat a tengely, illetve a ra merdleges, origon dtmend egyenes.

Egy origo koriili forgatasnak viszont nincs sajatvektora, sem sajataltere, kivéve, ha 180 fo-
kos vagy ha 0 fokos (azaz a helybenhagyas). Ebben a két esetben minden vektor sajatvektor,
a sajatérték —1, illetve 1, a sajataltér pedig az egész sik (ami kétdimenzios).

A sajdatértékek kiszamitdsa a kovetkezd. Ha transzformaciorol van szo, akkor legyen M a
méatrixa. A ky(z) = det(M —x F) kifejezés z-nek a karakterisztikus polinomja, ahol E az
egységmatrix, ennek gyokei a sajatértékek. Minden egyes A sajatértékhez Mv = Av egy ho-
mogén linearis egyenletrendszer a v vektor komponenseire. (Ha csak a csupa nulla megoldas
van, akkor valamit elszamoltunk.) A sajataltér dimenzidja a szabad valtozok szama.

Hatdrozzuk meg az y = x egqyenesre tikrozés sajatértékeit és sajatvektorait mdatrixokkal.

E tiikr6zés matrixat mar kordbban kiszamoltuk (a szokésos bazisban).
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(praktikusan: a f6atlobol levonunk x-et). Ennek determinansa z? — 1, a gyokok, vagyis a
sajatértékek 1 és —1. A sajatvektorok kiszamitasa linearis egyenletrendszerrel:
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Az els6 egyenletrendszer megoldéasa © = y, a masodiké © = —y. Ezért az 1 sajatvektorhoz
tartozo sajatvektorok [z, z]7, illetve [z, —x]T, ahol z # 0. Az ennek megfelel pontok a sikon
tehat (z,z) (a tengely) és (z, —x) (a tengelyre merdleges egyenes), kivéve az origot.

Mik az origd korili o # 0,180° sz6gd forgatds mdtrixzdnak sajatvektorai C folott?

k(z) =

a két gyok, azaz a sajatértékek cosa £ isina (emlékezziink vissza, hogy az ezekkel valo
szorzas pontosan a ta szogl forgatas a komplex szamsikon). A megfelel§ sajatvektorok az
[1, F4]" vektorok nem nulla skaldrszorosai, a sajatalterek egydimenzisak.

cosae —x —sino

. =22 —2cosax + cos’ a +sina = 2% — 2cosax + 1,
sin «v cosa — T

Mik az y = x egyenesre vald fliggdleges irdanyi vetités sajatértékei €s sajatvektorai?

Karakterisztikus polinom: ’xQ —x, sajatértékek: 0 és 1, a megfelels sajatalterek: az y-tengely,
illetve az y = x egyenes. Altaldban a 0-hoz tartozo sajdataltér a leképezés magtere.
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Mik a derivdlds sajdtértéker és sajdtvektorai a legfeljebb harmadfokiu polinomok terén?

Az f' = \f egyenletben a bal oldal foka kisebb a jobb oldal fokanal, kivéve ha valamelyik
oldalon nullapolinom &ll. Ez csak tgy lehet, hogy A = 0 és f konstans. Ezért az egyetlen
sajatérték a nulla, és a megfelels sajataltér a konstans polinomokbol all, ami egydimenzios.

Hatdarozzuk meg az aldbbr mdtrizok sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek dimenzidjdt.

001 a 1 0
100 0 a1
010 0 0 «

Az els6 matrix karakterisztikus polinomja —a® 4+ 1. Csak az 1 valos gyok, a megfelels
sajataltér az [r,z,z]T alaki vektorokbol &ll és egydimenzios. Komplex f6lott sajatérték a
masik két harmadik egységgyok is, azaz cos 120°+i sin 120°. Mi a megfelel A transzformacié?

Az egységkocka cstcsai az (a, b, ¢) pontok, ahol a,b,¢ € {0,1}. Az A helyben hagyja a
(0,0,0) — (1,1,1) testatlo pontjait, hiszen azok sajatvektorok 1 sajatértékkel. Az origoval
élszomszédos harom csucs permutalodik: (1,0,0) — (0,1,0) — (0,0,1) — (1,0,0). Ezek
szabalyos haromszoget alkotnak (az oldalak lapatlok), melynek sikja merdleges a testétlora.
Ha a kockat ennek a testatlonak az irdnyabol a déli nap megvilagitja, akkor az arnyéka
egy szabalyos hatszog lesz. Az A transzformacié e testatlo koriili forgatéas 120 fokkal. Ez
Osszevag azzal, hogy a transzformaciot haromszor kell végrehajtani ahhoz, hogy a helyben
hagyast kapjuk, de azzal is, hogy a komplex sajatértékek szoge 120°. Erzékelhetjiik, hogy a
sajatértékek és sajatvektorok most is sokat elarulnak a transzformaciéo miikodésérdl.

A mésodik matrix karakterisztikus polinomja (a—1x)3, az egyetlen sajatérték az o (komplex
folott is), a megfelels sajataltér pedig egydimenzios, az [1,0,0]" generalja.

2. DIAGONALIZALHATOSAG

Emlékeztets: Gorbék szebb egyenletének felirdasdhoz, differencidlegyenletek megoldésahoz,
maéatrixok gyors hatvanyozasahoz hasznos olyan bazist keresni, amelyben a méatrix diagonalis,
azaz a fGatlon kiviil minden eleme nulla. Ez azt jelenti, hogy a bézis elemei sajatvektorok,
a féatloban pedig a megfelel§ sajatértékek allnak. Ha van ilyen bazis, akkor a maétrixot
diagonalizalhaténak nevezziik. Példaul a tengelyes tiikrozés diagonalizalhato, mert egy
tengely iranyu és egy tengelyre merdleges nem nulla vektor bazist alkot. A 90°-os forgatéas
R f6lott nem diagonalizalhato, de C {olott igen.

Egy X\ sajatértékhez tartozo sajataltér dimenzidja a A geometriai multiplicitasa. Ha
mindegyik sajataltérben vesziink egy béazist, akkor ezek egyiitt bazist alkotnak a térben is.
Ezért egy n X n-es matrix pontosan akkor diagonalizalhat6, ha a geometriai mul-
tiplicitasok Osszege n. Ha A a minimalpolinomnak k-szoros gyoke, akkor k£ a A algebrai
multiplicitasa, ami legalabb akkora, mint a geometriai multiplicitasa. Igy ha a karakte-
risztikus polinomnak n kiilonb6z6 gyoke van, akkor a matrix diagonalizalhaté.

A sikon egy egyenesre vetités karakterisztikus polinomja 2% — z, aminek két (valos) gyoke
van, ezért a vetitések diagonalizalhatok. A 180 fokos forgatas karakterisztikus polinomja
(r + 1)?, a —1 sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsa is 2, ez a transzformacio
tehat szintén diagonalizalhato, noha a karakterisztikus polinomjanak csak egy gyoke van.
A derivalas a harmadfokd polinomok terén nem diagonalizdlhato semelyik test folott sem,
az egyetlen sajatérték a 0, melynek algebra multiplicitdsa 4, a geometriai csak 1.
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3. TOVABBI FELADATOK

1. Legyen A egybevdgdsdgi transzformdcio a térben, mely a P pontot helyben hagyja. Iga-
zoljuk, hogy van olyan QQ # P pont, melyet A vagy helyben hagy, vagy P-re tikroz.

Valasszuk P-t az origénak. Egy harmadfokua valés egyiitthatds polinomnak van valés gyoke,
ezért van egy v sajatvektor. Ennek () végpontja a P(Q) egyenes valamelyik ()’ pontjaba
képzddik. Mivel a transzformécio egybevagosag, (Q ugyanolyan tavolsagra van P-t6l, mint ()’.

2. Az M négyzetes mdtriz nyoma a fédtls elemeinek dsszege, jele tr(M) (trace). Igazoljuk,
hogy MN és NM nyoma egyenld; ha S invertdlhatd, akkor tr(S™*AS) = tr(A); végiil ha
M,N € C"™", akkor MN — NM nem az eqységmdtriz.

Nyilvan tr(MN) = tr(NM) = >, Y77 myjng;, tovabba ha M = S™'A és N = S, akkor
MN = S71'AS és NM = A. Az MN — NM nyoma nulla, az egységmatrixé pedig n.

3. Legyen ky(x) = det(M — zFE) az M e C™" mdtriz karakterisztikus polinomja, és ennek
gyoktényezds alakja c(x — Ap) ... (x — N\,) (ahol ¢, \y, ..., N\, € C). Igazoljuk:
(1) A kpy(z) tényleg n-edfoki polinom, és a foegyutthato c=(=1)".
(2) Az M sajdtértékeinek dsszege az M nyoma, pontosabban A\i+...+\, = tr(M) (azaz a
sajdtértékeket az algebrai multiplicitasukkal kell venni). Ez a szdm a ky; polinomban
"1 egyiitthatdjanak (—1)" " -szerese.
(3) Az M sajatértékeinek szorzata Ay -.. .-\, = det(M), ami ky konstans tagja. Hogyan

latszik a karakterisztikus polinomrol, hogy M invertdlhato-e?

A det(M — zF) definicidja szerint n! taghol all. Az 2™ csak abban a tagban jelenik meg,
amikor a f6atld elemeit szorozzuk 0ssze. Minden mas tag foka legfeljebb n — 2, mert legalabb
két tényezé nem a f6atlobol valo. Ezért az 2™ és az ™! egyiitthatoja az (m,—) . .. (My,—1)
szorzatbol olvashato le: a fGegyiitthato (—1)", az 2"~ ! egyiitthatoja pedig (—1)""!tr M.
A karakterisztikus polinom gydktényezés alakja tehat (—1)"(x — Ay)...(z — A\,). Az 2!
egyiitthatojat, illetve a konstans tagot 0sszehasonlitva az allitast kapjuk. A métrix pontosan
akkor invertalhato, ha det(M) = kj(0) # 0, vagyis ha a nulla nem sajatérték.

4. Igazoljuk, hogy az algebrai multiplicitds legaldbb akkora, mint a geometriai.

Legyenek by, ..., by fiiggetlen sajatvektorok A sajatértékkel. Egészitsiik ki ezt a rendszert a
tér bazisava, és ebben legyen M a transzforméacié matrixa. Fejtsiik ki az M — xE determi-
nansit sorban az elsé k oszlop szerint. Lathatjuk, hogy (A — x)* kiemelhetd.

5. (*) Igazoljuk, hogy A € Hom(V') pontosan akkor diagonalizalhatd, ha a sajdtalterek dssze-
ge V, illetve ha a geometriai dimenziok 6sszege dim V.

Az 5. dia 2. oldalan bizonyitott allitas (F6.1.9) szerint paronként kiilonboz6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok fiiggetlenek. Belatjuk, hogy ha az egyes sajatalterekbdl fiiggetlen
rendszereket vesziink, akkor ezek egyiittvéve is fliggetlenek. Valoban, ha ezeknek egy linearis
kombinéciojaban 6sszevonjuk az egyes sajatalterekbeli 6sszegeket, akkor F'1.6.9 miatt minden
osszeadandd nulla, és igy az egyes rendszerek fiiggetlensége miatt minden egyiitthato is nulla.

Ha A diagonalizalhat6, akkor minden vektor sajatvektorok Gsszege, vagyis a sajatalterek
Osszege V. Vegyiink minden sajataltérben egy bazist. Ha a sajatalterek osszege V', akkor ezek
egyiitt generatorrendszert alkotnak, de az el6z6ek szerint fiiggetlenek is, ezért ez bazis, és
igy a geometriai dimenziok dsszege dim V. Ha a geometriai dimenziok 6sszege dim V', akkor
az egyes sajatalterekbdl vett bazisok egyesitése bazis lesz V-ben, tehat A diagonalizalhato.



