Bsc algebra2 gyakorlat
Hatodik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. LEKEPEZESEK OSSZEGE ES SKALARSZOROSA

Emlékeztets: Ha A, B : V. — W, akkor a pontonkénti 6sszegiik (A+B)(v) = A(v)+B(v).
Példaul a sin és cos fiiggvények Osszege az a fliggvény, amely az x helyen sinz + cos z-et
vesz fel. Ugyanigy adtuk Ossze a polinomfiliggvényeket is. A pontonkénti \-szoros képlete
(M) (v) = MA(v). Ezekre a miiveletekre Hom(V, W) vektorteret alkot. Osszeg matrixa a
maéatrixok osszege: [A + B] = [A] + [B]; A-szoros matrixa a méatrix A-szorosa: [AA] = A\[A].

Tekintsik az aldbbi transzformdciokat: T azy = x egyenesre tikrézés, F az origo korili +90
fokos forgatds, X, illetve Y az x-tengelyre, illetve az y-tengelyre valo merdleges vetités.

(a) Szamitsuk ki, hovd viszi az F' + T transzformdcio az (z,y) pontot.
(b) Melyik transzformdcid lesz X +Y, XY, F867 867 pr TE?
(¢) Linedrisan figgetlenek-e o T, F, FT, TF transzformdciok?

(d) Hdnydimenzids alteret generdlnak az F pozitiv kitevdjd hatvanyai?

Matrixokkal vagy leképezésekkel érdemes-e szamolni? Az (a) esetben matrixokkal:

7+ )] = 17+ Tl = (L + el = (7 0]+ 19 o] ) 2] = i)
A (b) kérdésben az F187 kiszamitasa nem praktikus métrixokkal, viszont transzformaciokkal
igen: tudjuk, hogy F* és T? a helybenhagyas, ezért F1867 = 3 = =1 a —90 fokos forga-
tas és T'7 = T. A t&bbi miivelet métrixokkal is elvégezhetd, az eredmények: X + Y a
helybenhagyas, XY = 0, végil FT és TF tengelyes tiikkrozés az y-, illetve z-tengelyre.

Az utolso allitast érdemes meggondolni transzformaciokkal is. Tudjuk geometriabol, hogy
két tengelyes tiikrozés egymasutanja a tengelyek szogének kétszeresével valo forgatas (illetve
eltolas akkor, ha a két tengely parhuzamos). Ezért ha T, az z-tengelyre tiikrozés, akkor
TT, = F, ahonnan T-vel szorozva T'F =TTT, =T,.

A (c) esetben a négy matrix altal alkotott vektorrendszerre el kell végezni a Gauss-
eliminéciot. Az egyes matrixok koordinatavektora egy 4 magas oszlopvektor.

0 0 -1 1 0O 0 0 0
1 -1 0 0 1) o o0 o0
1 1 0 0 o 1) o o
0 0 1 -1

Az utolso két oszlop Osszefiigg. Az els6 harom oszlop fiiggetlen, a rang 3.

A (d) megvélaszolasat is transzformacios meggondolassal kezdjitk. Az F' hatvanyai négye-
sével ismétlddnek, ezért a (végtelen sok helyett) elég négy matrixot tekintetbe venni. S6t,
F? a kozéppontos tiikrozés, ami —F* (az identités ellentettje), és ezért F? = —F. Vagyis
F hatvanyai ugyanazt az alteret generaljak, mint F' és F?. Ezek (méatrixai) fiiggetlenek, mert
nem egymaés skalarszorosai, ezért a generalt altér dimenzidja, vagyis a rendszer rangja 2.

Hdnydimenzids a stk azon A linedris transzformdcidinak a tere, melyekre A((1,1)) = (0,0)?

A matrixok azok, ahol a sorok 0sszege nulla. Az ilyen métrixok altere kétdimenzios.
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2. KEPTER, MAGTER, DIMENZIOTETEL

Emlékeztets: Ha A .V — W linearis, akkor A képtere, Im A, az A értékkészlete, ami altér
W-ben. Az A magtere, Ker A, azokbdl a vektorokbol dll, amelyek képe W nulleleme, ez altér
V-ben. Az A pontosan akkor injektiv, ha Ker A = 0, és akkor sziirjektiv, ha Im A = W.
A dimenziotétel szerint ha V' véges dimenzios, akkor dim Im A+dim Ker A = dim V. Ebbdl
kovetkezik, hogy egy véges dimenzios tér egy nem nulla lineéris transzforméacioja akkor és
csak akkor invertalhato, ha injektiv, akkor és csak akkor, ha sziirjektiv. Ezzel még az is ekvi-
valens, hogy nem nullosztoé, illetve hogy a determinansa nem nulla. A képtér dimenzié6ja
a leképezés matrixanak oszloprangja. Ezt a leképezés rangjanak nevezziik.

Hatdrozzuk meg a v — Muv leképezés mag- és képterét, és ezek dimenziojdt.

1 00 1 2 3 1 06 1 21 1 2 3
My: 10 O 1| My: |4 5 6 Ms: |2 O 5 My: |1 1 1| Ms;:1{0 1 2
010 789 300 3 2 3 001

A v — Muv leképezés matrixa a szokasos bézisban éppen M, ezért a képtér dimenzidja a
matrix oszloprangja. Ezeket mar kiszamoltuk korabban. Az els6 és utols6 matrix rangja 3,
ezért a képtere 3-dimenzios, vagyis a valodi altér dimenziojarol szolo tétel miatt az egész R,
Ekkor a dimenziotétel miatt a magteriik csak a nullabol all.

Az altalanos esetben a magtér az M|x,y, 2|7 = [0,0,0]7 linearis egyenletrendszer megolda-
saval adhato meg. A magtér dimenzidja a szabad valtozék szama, a képtér dimenzidja
pedig a kotott valtozok, vagyis a karikdk szama. A ketts Osszege az oszlopok szama, vagyis
v komponenseinek a szama, ez a dimenzidtétel matrixos valtozatdnak tekinthetd.

A hérom kozéps6 matrix rangja egyardnt 2, tehat a magteriik egydimenzios. A Gauss-
elimindci6 altaldnos megoldasabol leolvashatjuk, hogy ezek rendre a [z, —2z, 2|7, [0, 2, 0]7,
illetve [z, 0, —2]7 alaki vektorokbol 4ll6 alterek. A képtér kiszamitasahoz azt kell megvizs-
gélni, hogy az M[z,y, 2|7 = [a,b, ]’ paraméteres linearis egyenletrendszernek mely a, b, c
esetén van megoldésa. Az M, esetében a mintaszamolas a kovetkezs.

12 3|a M 2 3| a (1) 0 —1](@2b-5a)/3
456/b|~| 0 =3 —6|b=da|~| 0 (1) 2| (4a—0b)/3
7 8 9]¢ 0 -6 —12|c—Ta 0 0 0| a—2b+c

Akkor van megoldas, ha nincs tilos sor, azaz ha az utolsd sor nem tilos, vagyis a —2b+c¢ = 0.
Az My és M, esetében a képtér elemeit 15a — 18b + Tc = 0, illetve a — 4b + ¢ = 0 adja meg.

Mennyi dimg{f € Rla] = f(1) = f(2) = 0, gr(f) < 4}?

Korabban mar lattuk, hogy az eredmény 3. Uj megoldds: legyen A(f) = [f(1), f(2)]" € R%
A képtér az egész R?, mert A(x — 1) = [0,1]7 és A(x — 2) = [~1,0]” két fiiggetlen vektor.
Ezért a magtér dimenzidja (amit a feladat kérdez) 5 — 2 = 3.

Legyen W a V' wvéges dimenzids vektortér tetszdleges altere. Igazoljuk, hogy V -nek létezik
olyan linedris transzformdcioja, amelynek W a magtere, €s olyan is, amelynek W a képtere.
Mikor van olyan transzformdcio, amelynek W egyszerre a magtere és a képtere?

Linearis leképezések konstrualasara az elGirhatosagi tételt alkalmazzuk (ami majdnem
ugyanaz, mint ha a matrixukkal adndnk meg 6ket). Ez azt mondja ki, hogy ha egy lineéris
leképezést akarunk konstrualni, akkor vegyiink egy bazist, és irjuk eld (tetszdlegesen), hogy
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mely vektorok legyenek az egyes bazisvektorok képei. Minden ilyen el6irdshoz pontosan egy
linearis leképezés tartozik.

A feladat megoldasahoz legyen by, . . ., b, bazis a W altérben, és egészitsiik ki ezt V' bazisava
a bgi1,...,b, vektorokkal. Ha azt akarjuk, hogy W az A leképezés magtere legyen, akkor
A(b;)-t nullanak kell valasztanunk ¢ < k esetén. De nem elég azt mondani, hogy a t6bbi
béazisvektor képét valasszuk barhogyan nem nulla vektornak. Ha példaul A(bgy1) = A(bgio),
akkor b1 — b2 is benne van a magtérben, amit nem szeretnénk. Elegendd ezeket a képeket
fliggetlennek valasztani, példaul legyen A(b;) = b;, ha j > k. Ez a leképezés megfelels, mert
v=Ab1+... \yb, képe, ami Agi1bpi1+ ...+ Apby, akkor lesz nulla, ha Ay =... =\, =0,
vagyis ha v = A\1by + ... + A\gby, és ez pontosan akkor teljesiil, ha v € W.

Ahhoz, hogy W a képtér legyen, példaul megfelel az a valasztés, hogy A(b;) = b;, hai < k,
és A(b;) = 0 egyébként. A szamolas hasonlo, mint az el6z6 esetben.

Ha W egyszerre a képtér és a magtér, akkor a dimenziotétel miatt a dimenzidja fele V'
dimenzidjanak, azaz n = 2k. Ekkor legyen A(b;) =0, ha i <k és A(b;) = bj_, ha j > k.

3. TOVABBI FELADATOK

1. Az alabbi R?* — R* leképezések koziil a linearisaknak hatarozzuk meg a mag- és képterét.

- r—y Tty Yy
Y képe y—2z| 2+ z ] Yz
e z—ax|’ dr+2y+ 2|’ zx

0 y+z 0

Az els6 leképezés magtere {[x,z,z]T : x € R}, képtere azokbol az [a, b, c,0]T vektorokbol
all, melyekre a + b+ ¢ = 0. A mésodik magtere nulla, képtere {[a,b,c,d]’ : 2a +b—c =0}
(szamoljunk a matrixaval, ami 4 x 3-as). A harmadik nem tartja a A\ = 2-vel szorzast.

2. Igazoljuk, hogy AB = 0 akkor és csak akkor, ha Im(B) C Ker(A).

A(B(v)) = 0 akkor és csak akkor, ha B(v) € Ker A.

3. Mi az 0Osszefiiggés A, B és AB magterei, illetve képterei kozott?

ImAB C Im A és Ker AB D Ker B.

4. (*) Legyen V véges dimenzios vektortér, A : V' — V pedig egy linearis transzforméacio.
Ha Im(A?%) = Im(A), kévetkezik-e ebbél, hogy Ker(A?) = Ker(A)? Igaz-e a megfordités?

A dimenziotétel miatt dim V' = dimIm A + dim Ker A = dim Im A% + dim Ker A%, Ha tud-
juk, hogy Im A = Im A2, akkor az egyenletbdl dim Ker A = dim Ker A%. Az el6z6 feladat
szerint Ker A2 D Ker A, ezért a valodi altér dimenziojarol szolo tétel szerint Ker A? = Ker A.
A megforditas bizonyitasa ugyanez, csak az Im A% C Im A 6sszefiiggést kell hasznalni.

5. (*) Egy A:V — W linearis leképezés magtere 100-dimenzios, és vy, ..., v199 € V fligget-
len vektorok. Legalabb hany kiilonb6zs van az A(vy), ..., A(vig9) vektorok kozott?

Térjiink 4t a vy,...,v199 altal generalt altérre. Ezen A magtere legfeljebb 100-dimenzios,
ezért a képtere legalabb 199 — 100-dimenzids. A képtérben A(vy), ..., A(vig) generatorrend-
szer, ezért legalabb 99 elemi. Ez meg is valosithato, ha V =W, és a vy, ..., v199 bézison A-t
a kovetkezdképpen irjuk els: A(v;) = v;, ha ¢ < 99, kiilonben A(v;) = v;.

6. (**) HaUW <VeéesA:UdW =V, (u,w) — u+ w, mennyi dim Ker A és dim Im A?

dim(U N'V), illetve dim(U + W), és igy ezek Osszege dim(U & W) = dimU + dim V.



