Bsc algebra2 gyakorlat
Negyedik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. VEKTORRENDSZER RANGJA

Az aldbbi mdtrizokban adjunk meg annyi linedrisan figgetlen oszlopot, ahdnyat csak lehet (ez
az oszlopokbdl dllo vektorrendszer rangja, és egyben a mdtriz oszloprangja).
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Az M, oszlopai fiiggetlenek, a rang 3. Az M, oszlopai Osszefliggenek, ezért 3 fiiggetlen oszlop
nincs, de barmely két oszlop fiiggetlen, a rang 2. Az Msy-nek is van két fliggetlen oszlopa, de
csak az els@ és a harmadik ilyen, a rang szintén 2. Az M3 rangja is 2, itt két darab kételemi
fiiggetlen rendszer van (az els§ és harmadik oszlopbol allo rendszer nem fiiggetlen). Végiil
az My rangja 1, mindegyik oszlop énmagaban fliggetlen, mert nem a nullvektor, de barmely
két oszlop mar sszefiigg. Csak a nullmatrixnak lesz nulla a rangja.

Emlékeztets: Egy vektorrendszer rangja akkor k£, ha van k elemii fiiggetlen részhalmaz, de
k 4+ 1 elemd nincs. A fenti példakon lathato, hogy sok k elemii fiiggetlen részhalmaz lehet.
Fontos tétel, hogy minden fiiggetlen részhalmaz kiegészithets egy k& elemii fiigget-
len részhalmazza, vagyis a maximalis (azaz nem bévithets) fiiggetlen részhalmazok mind
k elemtek. Ennek oka, hogy a maximélis fliggetlen részhalmazok bézist alkotnak a vektor-
rendszer altal generalt altérben. Ezért a vektorrendszer rangjanak az elegans definicidja az,
hogy a rang a generalt altér dimenzidja.

Vektorrendszer rangjat agy szamithatjuk ki, hogy a vektorokat koordinatazzuk, és a kapott
matrixra elvégezziik a Gauss-eliminaciot. A rang a karikdk szama. TetszGleges matrix
soraibol allé6 vektorrendszer rangja ugyanaz, mint az oszlopaibél allé6 vektor-
rendszer rangja. Ezért ha a rang kiszamitasa a cél, akkor (a determinanshoz hasonloan)
a sorokkal és az oszlopokkal is végezhetiink eliminacios 1épéseket, a rang nem valtozik.

Egy k x n-es mdtriz rangja legfeljebb min(k,n) lehet. A vektorrendszer rangjat nemcsak
a vektorok szama korlatozza, hanem az is, hogy hany dimenzios térbdl valasztjuk cket.

Hatdrozzuk meg {x + 1, x* + 3z + 2, 2* + 6z + 5} rangjdt.
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Az (1,2,2%) bazisban |1 3 6| ~ | 0 @ 1], arang 2.
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Masik megoldds: mindegyik polinomnak a foka legfeljebb ketts, ezért benne vannak egy

haromdimenziés altérben. De mindnek gyoke a —1, igy az altaluk generélt altér legfeljebb
kétdimenzios. Van kozottiik két fiiggetlen, ezért ez az altér kétdimenzids, és igy a rang 2.

Bizonyitsuk be, hogy r({vy,vs,v3}) = r({vy — 3va,v9,v3}).

A keét vektorrendszer ugyanazt az alteret generdlja, hiszen kolesondsen egymas linedris kombi-
nacioi. (Erdemes meggondolni, mennyivel bonyolultabb lenne azt megvizsgélni, hogy hogyan
felelnek meg egymésnak a maximalis figgetlen részhalmazok a két rendszer kozott.)

A I1/12 (Seherezddés) feladat Freud, F4.7.5.
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2. ALTEREK OSSZEGE

Legyenek U és W alterek egy V' vektortérben. Melyik a legsziikebb altér, amely tartalmazza
U és W 6sszes elemét? Benne kell legyenek az u + w alakt vektorok, ahol u € U és w € W.
Konnyt belatni, hogy ezek mér alteret alkotnak. Ez az U és W 0Osszege, jele U + V.
Példéul a sik barmely két kiilonbo6zd, origon atmend egyenes Osszege, a tér pedig barmely
két kiilonbozs, origon atmend sik Osszege. De ha egy origon atmend sikot, és egy olyan
origon atmend egyenest vesziink, amely nincs benne ebben a sikban, akkor a tér ennek a két
altérnek az Osszege is. FEzek metszete nulladimenziés, mig két stk metszete egydimenzios.

Igazoljuk, hogy a véges dimenzids esetben dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Utmutatds. Vegyiik U NW egy bazisat, egészitsiik ki U egy bazisava, majd W egy bazisava.
Bizonyitsuk be, hogy a kapott vektorok egyiitt U + W bazisat alkotjak (Freud, F4.6.6).

Adjuk meg R* megadott két-két alterének Gsszegét és metszetét. (a) Az elsé hdrom, illetve
az utolsd hdrom koordindta ugyanaz. (b) Az elsé hdarom, illetve az utolsé hdarom koordindta
dsszege nulla. (¢) Minden koordindta egyenld, illetve a koordindtdk dsszege nulla.

Altalaban a metszet meghatarozasa a konnyebb. Az (a) esetben a metszetben azok a vek-
torok vannak, amelyeknek mind a négy koordinatija egyenld, ez nyilvan egydimenziés. Az
0sszeg meghatarozasahoz adjuk Gssze a két altér egy-egy tipikus elemét, de vigyazzunk
arra, hogy ezek felirasakor kiilonb6zd betiiket hasznaljunk!

(a,b,b,0)" + (c,c,c,d)’ = (a+c,b+c,b+c,b+d)T

(helysporolas végett az oszlopvektorokat sorvektorok transzponaltjaként irtuk fel). Igy a két
altér 6sszegének elemei az (a + ¢, b+ ¢,b+ ¢, b+ d)T alaku vektorok, ahol a,b,c,d € R.

Ez a vdlasz korrekt, de nem az igazi. Ebbdl a képletbsl még a dimenziét sem tudjuk
kénnyen leolvasni, ha pedig valaki arra kivancsi, hogy egy adott vektor benne van-e ebben a
halmazban, annak linearis egyenletrendszert kell megoldania. Az ,jigazi” valasz az, hogy az
Osszeg azokbdl a vektorokbol all, melyeknek a két kozépsd koordinataja megegyezik.

Ezt meg tudjuk mutatni tgy, hogy az (a+c, b+c, b+c, b+d)T = (z,y,vy, 2) egyenletrendszert
megoldjuk az a, b, ¢, d ismeretlenekre, ahol x, y, z tetszbleges paraméterek.

Az elegans megoldas a kovetkezs. Az 6sszeg dimenzidja a fenti képlet szerint 2 +2 — 1 = 3.
Ez nyilvan altere azon vektorok szintén haromdimenzios terének, amelyek két kozépsé koor-

A (b) esetben a metszet kétdimenzios és a (—b — ¢, b, ¢, —b — )T alakt vektorokbol 4ll, az
osszeg pedig R?*, hiszen 3 + 3 — 2 = 4-dimenziés. A (c) esetben a metszet {0}, az dsszeg R*.

Egy tizdimenzios térben Uy, Us, Us kilencdimenzios alterek. Mekkora lehet a metszetik di-
menzidja? Adjunk példdt minden lehetséges értékre.

Mivel Uy # Us, az 6sszegiik valodi médon tartalmazza mindkettét, ezért legalabb tizdimenzi-
0s, és igy az egész tér. Ezért U; NU; dimenzidja 9+9 — 10 = 8. Ha Us tartalmazza Uy NUs-t,
akkor Uy N Uy NUs = Uy NUy. Ha nem, akkor (U; N Usy) + Us valodi modon tartalmazza
Us-at, ezért az egész tér, és akkor dim(Uy NU; NU3) =849 —10= 7.

Példdk: A masodik esetre R'-ben az 21 = 0, az z5 = 0 és az x5 = 0 egyenlettel megadott
altér. Az elsére az x1 = 0, x9 = 0, x1 + x5 = 0 alterek. Ezeket tgy lehet megtalalni, hogy
az eredeti feladatot kisebb szdmokkal probdljuk megoldani, vagyis a haromdimenziés térben
kétdimenzios alterekkel, azaz sikokkal kisérleteziink.



