Bsc algebra2 gyakorlat
Negyedik feladatsor (4. prezentdcid)

1. Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzformaciok, illetve matrixok diagonalizalhatosa-
gat, karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek dimenzi6jat.
(a) Az alabbi méatrixok R illetve C felett:

01 0 1 010 . a 0 0
L0 Lo 00 1 | 1 a 0
100 @ 01 «a

Szamitsuk ki az utols6 harom matrix n-edik hatvanyat.
(b) A vektortér a sik R felett, a transzformécié pedig az y = x egyenesre val6 tiikrozés;
az erre az egyenesre valo, fiiggSleges iranyu vetités; az origd koriili « szogd forgatas.
(¢) A transzforméacio a derivalas az R[z| legfeljebb masodfokiu elemeinek vektorterén.

2. Igazoljuk, hogy ha a A sajatértékhez tartozo sajataltér k dimenzios (geometriai multip-
licitas), akkor A legalabb k-szoros gyoke a karakterisztikus polinomnak (algebrai multipli-
citas). Vizsgaljuk meg az 1. feladat matrixai esetében, hogy mikor teljestil egyenlGség.

3. Legyen A egybevagosagi transzformacio a térben, mely a P pontot helyben hagyja. Iga-
zoljuk, hogy van olyan () # P pont, melyet A vagy helyben hagy, vagy P-re tiikroz.

4. Az M négyzetes matrix nyoma a f6atlo elemeinek Gsszege, jele tr(M) (trace). Igazoljuk:

(1) MN és NM nyoma egyenls, és ha M invertalhato, akkor tr(M~'NM) = tr(N).
(2) Ha M, N € C"*", akkor M N — NM nem az egységmatrix.

5. Legyen ky(x) = det(M —zFE) az M € C"*" métrix karakterisztikus polinomja, és ennek
gyoktényezos alakja c(z — A1) ... (x — \,) (ahol ¢, Ay, ..., A, € C). Igazoljuk:

(1) A kp(z) tényleg n-edfoki polinom, és a fGegyiitthato ¢ = (—1)™.

(2) Az M sajatértékeinek Osszege az M nyoma, pontosabban A; + ...+ A, = tr(M)
(azaz a sajatértékeket az algebrai multiplicitdsukkal kell venni). Ez a szam a kjy,
polinomban 2"~ egyiitthatojanak (—1)""!-szerese.

(3) Az M sajatértékeinek szorzata Ay - ... -\, = det(M), ami kj, konstans tagja.

6. Hogyan latszik a karakterisztikus polinomroél, hogy a transzformacié invertalhato-e?

7. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha u sajatvektora A-nak és B-nek, akkor A 4+ B-nek is.
(b) Ha A sajatértéke A-nak és B-nek, akkor A 4+ B-nek is.
(c¢) Két sajatvektor Gsszege is sajatvektor.

(d) Ha X sajatértéke A-nak, akkor A\? sajatértéke A%-nek.
(e) Ha A\? sajatértéke A%-nek, akkor \ sajatértéke A-nak.
(f) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak.

8. (*) Igazoljuk, hogy A € Hom(V') pont akkor diagonalizalhato, ha a sajatalterek osszege V.

9. Az alabbi sorozatok altalanos elemét irjuk fel a matrixhatvanyozas segitségével, majd a
matrixot diagonalizalva adjunk az eredményre explicit képletet.

(1) Fo = Fy =1, Fy, = Fy_1 + Fy_5 (Fibonacci-sorozat).

(2) ag =5, a1 =6, as = 10, ap, = 2ax_1 — ar_2 + 2aj_3.

(3) ag — 1, bo = 1, Ag+1 = 2ak —+ bk, bk+1 = 2bk — Qf (k 2 O)



2 Bsc algebra?2, 4. feladatsor, 8. és 4. el6adds

10. (**) Igazoljuk, hogy Fj, az (((1+ \/5)/2)k+1)/\/5—h62 legkozelebbi egész szam.

11. (**) Bizonyitsuk be, hogy ha A idempotens lineéaris transzformécio a V' vektortéren,
azaz A? = A, akkor Im(A) + Ker(A) =V és Im(A) N Ker(A) = 0. (Az ilyen lineéris transz-
formaciokat projekcidknak nevezziik.) Igazoljuk, hogy a sik egy linearis transzformacioja

akkor és csak akkor idempotens, ha nulla, az identitas, vagy egy origbn atmend egyenesre
valo (nem feltétlentil meréleges) vetités.

12. (*¥*) Legyen V egy véges dimenzios vektortér és A € Hom (V). Igazoljuk, hogy van olyan
k egész, melyre V = Im(A*) + Ker(A*) és V = Im(A*) N Ker(A*) = 0 egyszerre teljesiil.

13. (**) Igazoljuk, hogy ha M egy komplex elemti méatrix, akkor n — oo esetén M™ pontosan
akkor tart nulldhoz, ha M minden sajatértékének az abszolat értéke 1-nél kisebb.

14. (**) Legyen V a valos fliggvények vektortere a pontonkénti miiveletekre, és r € R esetén
D, € Hom(V) az a transzformacio, melyre D,.(f)(z) = f(z + r) — f(x). Igazoljuk, hogy
D,.D, = DyD,. Mutassuk meg ennek felhasznalasaval, hogy egy n-edfokti polinom nem
allithato els (legfeljebb) n darab periodikus fiiggvény 6sszegeként.

Explicit képlet a Fibonacci-sorozatra. Legyen

_ (Fi A S E\ (0 1\ [(Fi) (01
() o o)) o nan(2)-0 ) ()0 )

Az itt szereplé matrixot M-mel jeldlve tehat vy, = Muv, = M?vp_y = --- = M. Igy
elegendd az M méatrix hatvanyaira explicit képletet adni. Ehhez M-et bazistranszformécioval
diagonélis alakra hozzuk. Az M karakterisztikus polinomja

—XT ]_ 2
<1 1_x)‘—x —x—1.

Ennek gyokei, vagyis M sajatértékei

1+v5 1—-+v5
= és Ny =
2
(melyekre tehat 1+ X = A2, Ay + Xy = 1, A\; — X = /5 s M Ay = —1). A megfelels sajat-
vektorokat egy matrix oszlopaiba irva kapjuk a diagonalizalé bazistranszformacié matrixat:

-1
(1 1 1 1 0 1 I 1\ (A 0Y)
5= <>\1 Ag)’ azaz (/\1 )\2> <1 1) ()\1 Ag) = <0 /\2) =D.
Innen D¥ = S'MSS™'MS...S7'MS = S~'MFS, tehat M* = SD¥S—!. Diagonalis
matrixot elemenként lehet hatvanyozni, igy az inverz matrix képletét felhasznalva M*-ra

1 1\ /X0 1 D A W AP PPN =¥+ b
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adodik. A v, = Mu; Gsszefiiggasbol tehat Fj, = — (Mg — XA — AF 4+ \5) /4/B.

Ezt még tovabb alakithatjuk a A\ Ay = —1 és a AF ™! 4+ \F = A5+ felhasznalasaval (utobbi
azért igaz, mert 1+ \; = \?). A végeredmény:
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