Bsc algebra2 gyakorlat
Harmadik gyakorlat — elvek és megolddsok

1. KOORDINATARENDSZER, BAZIS

Emlékeztetd: Egy koordinatarendszer azt teszi lehetévé, hogy altalanos vektorok (pontok,
polinomok) helyett oszlopvektorokkal szamoljunk. A félév egyik {6 célja az, hogy megtanul-
juk, hogyan valaszthatd egy-egy feladathoz alkalmas koordinatarendszer.

A koordinatarendszer tengelyeit egy-egy vektorral adjuk meg, legyenek ezek by,...,0b,.
(Egyeldre sem a téavolsag, sem a szog fogalméat nem értelmezziik.) Azt szeretnénk, hogy
minden v vektor egyértelmiien felirhatoé legyen A\1b;+...4+\,b, alakban alkalmas skalarok

segitségével. Az ilyen b = (by,...,b,) vektorrendszereket bazisnak nevezziik. Ekkor
A1
vl = | :
An
a v koordinatavektora a b bazisban (helysporolas végett [Ai, ..., \,]T alakban irhatjuk).

A bazisvektorok sorrendje fontos, ha cserélgetjiik ¢ket, akkor a koordinatak és cserélédnek.
Az egyértelmiiség akkor teljesiil, ha by,...,b, fliggetlen, a felirhatésdg pedig akkor, ha
generalja az egész vektorteret, azaz generatorrendszer. Sok bazis van, de ezek mind ugyan-
annyi vektorbol allnak, ez a vektortér dimenziéja. Fontos, hogy a dimenziot intuitiven le
tudjuk olvasni, miel6tt bazist kezdenének keresni. Ebben segitenek a kévetkezd példak.

Ha egy autopalyan haladunk, és valaki telefonon megkérdezi, hogy hol jarunk, akkor elég
annyit mondani neki, hogy az MT7-esen a 90-es kilométerkénél. Ha egy hegységben bolyon-
gunk, akkor mar két szamot kell megtelefonalni: a GPS-koordinatakat. Ha pedig helikopteren
iilliink, akkor még a magassagot is. Vagyis az autopalyan egy szam jeloli ki a helyzetiinket,
a fold felszinén két szam, a térben pedig harom szam. Ezért az autopalya egydimenzios, a
felszin pedig kétdimenziés. Vagyis ha a partneriink is ismeri a vektorteret, amiben dolgo-
zunk, akkor a dimenzi6é azt jelenti, hogy hdny szdmot kell megtelefondlni neki, hogy ki tudja
taldlni azt a konkrét vektort, amire gondolunk. Fontos hangsulyozni, hogy ez csak intuicio,
ha biztosak akarunk lenni a dimenzié értékében, akkor bazist kell keresni.

Hdny dimenzios a legfeljebb mdsodfoku, valos egyiitthatds polinomok vektortere R félott?

Az f(z) = ag + 1@ + azz? polinom esetében harom szamot érdemes megtelefonalni: az
egyiitthatokat. Ezért a dimenzi6 varhatoan 3 lesz. Béazist gy kereshetiink, hogy a polinomot
olyan linedris kombindciora bontjuk, ahol az egyiitthatok a megtelefondlando szdmok. Az f
polinom mar eleve igy van felirva, ezért varhatoan 1, x, 22 lesz bazis. Ez tényleg bézis, hiszen
minden legfeljebb masodfoku polinom egyértelmten irhaté ezek linearis kombinaciojaként.

Hdny dimenziés R*? az R folott?

A matrix négy elemét érdemes megtelefonalni. Ha bézist keresiink, akkor egy &ltalanos
matrixot kell olyan linearis kombinaciora bontani, ahol az egyiitthatok a matrix elemei.
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Ez a négy matrix konnyen lathatéan bazist alkot, a dimenzi6 4.
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Hdny dimenzids alteret alkotnak R*** szimmetrikus mdtrizai?
a b 1 0 0 1 00
{b d] —a[o O]+b[1 0]+d[0 1] , azaz 3.

Hdny dimenzios a komplex szamok vektortere R foldtt?

A folott” szo arra utal, hogy valés szédmokat telefonalhatunk, a ¢ + di esetében a ¢ és d
szamokat érdemes. Nyilvan 1 és ¢ béazist alkot, a dimenzi6 2.

2. BAZIS KERESESE

Olyan tételeket ismételiink at, amelyek lerovidithetik annak ellendrzését, hogy egy vektor-
rendszer bazis-e. Kiilonosen az lehet szamolos, hogy generdtorrendszerrsl van-e szo.

Bazist alkot-e a sikon (1,1) és (1,2)7

A két vektor fliggetlen, hiszen nem egymas skalarszorosai. Azt kell ellenérizni, hogy minden
(a,b) elGall-e A\;(1,1)+Aa(1,2) alakban. A kapott egyenletrendszer A\; + Xy = a, A\ +2Xy = b.
Ez linearis, a Gauss-eliminéci6 is miikodik, de a jobb oldalon paraméterek vannak. Van
megoldas, \; = 2a — b és \y = b —a, ezért (1,1) és (1,2) bazis.
(1) Egy n-dimenzids vektortérben minden n elemii fiiggetlen rendszer bazis.
(2) Egy n-dimenzi6s vektortérben minden n elemii generatorrendszer bazis.
(3) Egy n-dimenzios vektortér minden valddi altere legfeljebb n —1-dimenzids.
(4) Ha egy vektortérben van k fiiggetlen vektor, akkor a dimenzi6 legalabb k.
(5) Ha egy vektortér generalhato k vektorral, akkor a dimenzi6 legfeljebb k.
A sik kétdimenzios, hiszen (1,0), (0,1) bazis. Az (1,1) és (1,2) fiiggetlenek, és két darab,
tehat ez is bézis a fenti (1) allitds miatt. A paraméteres Gauss-eliminéciora nincs sziikség.

Hdny dimenzios alteret alkotnak R folott azok a legfeljebb harmadfokiu, valos egyiitthatds
polinomok, melyeknek gyoke az 17

Az f(x) = ap + a1 + asx® + azx® polinom négy egyiitthatoja koziil most nem kell mind a
négyet megtelefonalni, hiszen a partneriink is tudja, hogy f(1) = ag + a1 + as + ag értéke
nulla, ezért ha harom egyiitthatot ismer, akkor a negyediket ki tudja szamolni. Ezért azt
tippelhetjiik, hogy a dimenzi6 3. Tehat harom polinomot kell keresni, amik bazist alkotnak,
mindegyiket ebbdl az altérbél, azaz gyokiik kell, hogy legyen az 1.

Az 1/4. feladat szerint kiilonb6z6 foka polinomok rendszere fiiggetlen. Ezért példaul = —1,
x(z — 1), 2*(x — 1) fiiggetlenek. Két megoldast is adunk arra, hogy bézist alkotnak.

Az f polinom (z — 1)(bz? + cx + d) alakban irhato, hiszen a gycktényezd kiemelhetd,
és ezért x — 1, z(x — 1), 22(x — 1) egy linearis kombinacioja. Ezért ez a harom polinom
generatorrendszert alkot. Ez a megoldas csak erre a konkrét béazisra miikodik.

A masodik megoldéasban észrevessziik, hogy a vektorteriink dimenzioja legalabb 3, hiszen
van harom fiiggetlen vektor. Tovabba valodi altere a legfeljebb harmadfokt polinomok négy-
dimenzios vektorterének, hiszen példaul az x polinom nincs benne. Ezért dimenziéja kisebb,
mint 4. Igy csak 3 lehet. De akkor a kivalasztott haromelemii fiiggetlen rendszer bazis.
(Menet kozben intenziven hasznaltuk a fenti 6t tételt.)

Ha mar tudjuk, hogy a dimenzi6 3, akkor barmely harom fiiggetlen polinom bézist alkot.
Példaul z — 1, (x — 1)2, (z — 1)? is bazis. Erdemes bebizonyitani ezzel a technikéval, hogy
minden polinom felirhat6 (z — 1) polinomjaként is (v6. iteralt Horner, Taylor-polinom).
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Hany dimenzids U alteret alkotnak R folott azok a legfeljebb negyedfoki, valos egyiitthatos
polinomok, melyeknek gydke az 1 és a 2 is?

Itt (x—1)(z—2), (x—1)*(x—2), (x—1)3(x —2) fiiggetlenek, hiszen kiilonboz6 a fokuk, és igy
a dimenzi6 legalabb 3. Ez is valodi altér, ezért a dimenzié kisebb, mint 5 (ami a legfeljebb
negyedfoki polinomok V' terének dimenzioja.) Hogyan dontsiik el, hogy 3 vagy 4-e a helyes?

Iktassunk kozbe egy W alteret, legyen ez azoknak a legfeljebb negyedfokt polinomoknak
a halmaza, melyeknek gyoke az 1. A W-ben benne van x — 1, aminek 2 nem gyoke, ezért U
valodi altere W-nek. Az x polinom mutatja, hogy W valodi altere V-nek. Ezért kett6t kell
legalabb lelépniink 5-rél, azaz a helyes valasz a 3.

3. TOVABBI FELADATOK

1. Melyik bazis R*-ben? (a) {(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5)}; (b) {(1,2,3), (0,1,0), (3,2,1)};
(c) {(1,1,1), (1,2,4), (1,3,9)}; (d) {(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)}. Mik (1,0,0) koordinatai?

A fenti (1) tétel miatt elég a fiiggetlenséget ellendrizni, amit példaul ugy tehetiink meg, hogy
a vektorokat egy métrix oszlopaiba irjuk, és megnézziik, hogy ennek determinansa nulla-e.
Az (a) eset azért érdekes, mert semelyik két vektor sem Osszefiiggs, de lesz két sor, ami
egymés skalarszorosa. A (b) determinanst fejtsiik ki aszerint az oszlop szerint, amelyben két
nulla is van. A (c) esetben Vandermonde-determinansrol van sz6. Az (1,0,0) koordinatait
linearis egyenletrendszer megoldésaval kapjuk.

2. Hatarozzuk meg az alabbi vektorterek dimenzi6jat, és adjunk meg egy-egy béazist.

(1) A legfeljebb n-edfoku C feletti polinomok R felett. Mi altalaban az Osszefliggés egy
vektortér R és C feletti dimenzidja kozott?

(2) Azon legfeljebb n-edfokt Q feletti polinomok Q felett, melyeknek /2 gydke.

(3) Az R™ azon elemei R felett, ahol az els6 koordinéta is, a koordinatak dsszege is 0.

Az (1) esetben minden egyiitthatohoz két valos szamot kell megtelefonalni. Bazis példaul
1,4, x,ix,..., 2", iz". A valos f6l6tti dimenzio kétszerese a komplex folottinek.

A (2) nehezebb, a dimenzi6 n — 1, bazis példaul (z? — 2)z¢, ahol 0 < i < n — 2. A kulcs
annak észrevétele, hogy ha egy racionalis egyiitthatos polinomnak gyoke a v/2, akkor gyoke a
—V/2 is. (Ha v/2-t behelyettesitiink, akkor valasszuk szét a paros és paratlan foku tagokat.)
Ez hasonlé ahhoz, hogy ha egy valos egyiitthatos polinomnak gyoke az i, akkor a —1 is.

A (3) esetén is kettSt kell lelépniink az n-dimenzios R"™ vektortérbdl, az eredmény n — 2.
Az n — 2 darab fiiggetlen vektor megadasa torténhet gy, hogy az 2?> —z,2® —z,..., 2" —x

fiiggetlen polinomrendszer koordinatait vessziik a szokésos bazisban.
3. Hany n — 1-dimenzios altere van egy R f6l6tti n-dimenziés vektortérnek n > 2 esetén?

Végtelen sok. Legyen by, ..., b, bazis, és mutassuk meg, hogy a (by,...,b, 2,0, 1 + A\by)
alterek paronként kiilonbozsk, és n — 1-dimenzidsak. Ez a feladat hasonlé ahhoz, ahogy
végtelen sok alteret konstrualtunk minden valos folotti kétdimenzios altérben.

4. (*) Egy R folotti vektortérben egy 100 elemid vektorrendszer elemei koziil barmely 21
darab Osszefliggs. Legalabb hény olyan vektor van a rendszerben, ami fligg a tobbitsl?

81. Egy F maximalis fiiggetlen részrendszernek legfeljebb 20 eleme lehet, és minden mas
vektor fiigg t6le. Ha 0 # v ¢ F, akkor v-nek F-fel valo felirasabol F' egyik eleme kifejezhetd.
A 81 megvalosithato: legyen by, . .., by bazis és a tobbi vektor byy-nak skalarszorosa.



