Bsc algebra2 gyakorlat
Elsd gyakorlat — elvek és megolddsok

1. LINEARIS FUGGETLENSEG

Emlékeztetd: a tér pontjait olyan helyvektoroknak képzeljiik, amelyek az origébol az adott
pontba mutatnak. Meg lehet mutatni, hogy ha vy, vy, vs ilyen vektorok, akkor a végpontjaik
akkor és csak akkor vannak egy origon atmend sikban (masképp fogalmazva: ezek a vek-
torok akkor és csak akkor vannak egy sikban), ha léteznek olyan oy, as, ag valos szamok,
amelyek nem mindharman egyenlék nulldval, de ayv; + asve + agvs = 0. Ismételjiik at ezzel
kapcsolatban a linearis fliggetlenség fogalmat az elGadésjegyzetbdl.

Linedrisan fiiggetlenek-e (kilon-kilén) az alabbi matrizok oszlop-, illetve sorvektorai?

1 00 1 2 3 1 0 6 1 21 1 2 3 2 46
001 4 5 6 20 5 1 11 01 2 2 46
010 789 3 00 3 2 3 0 01 3 6 9

A fiiggetlenség megallapitasidhoz felirunk ismeretlen, altalanos egyiitthatokkal
egy linearis kombinaciét, és nullaval tessziik egyenlévé. Ez egy linearis egyenlet-
rendszerre vezet. Az els§ méatrix oszlopai esetében ez a kovetkezd:

1 0 0 o 0
(071 0] + (6%) 0+ (0% 1 = | O3 =10
0 1 0 [a%) 0

(ismételjiik at, hogyan adunk 6ssze, és hogyan szorzunk skalarral oszlopvektorokat: kompo-
nensenként). Nyilvan a; = a3 = ay = 0, igy az els§ méatrix oszlopai linearisan fiiggetlenek.

A mésodik matrix esetében a kapott linearis egyenletrendszer matrixa, illetve a Gauss-
eliminacid végeredménye a kdvetkezs:

12 3]0 1) o -1]o0
4560~ 0 O 2|0
78 90 0 0 0]0

(vegyiik észre, hogy a bal oldalon maga a matrix szerepel). Vagyis ag szabad valtozo, hiszen
az oszlopaban nincs karika, a masik ketts kotott, és ezek kifejezhetSk a szabad valtozoval:

a1 = az és ag = —2a3. Az ag tetszblegesen megvalaszthatd, ha pl. az értéke 1, akkor
as = —2 és a; = 1. Ez egy olyan megoldas, ahol nem mindegyik egyiitthato nulla, és ezért

a masodik matrix oszlopai linearisan Gsszefliggenek.

Melyik pontja az a fenti szamitdsnak, amikor mdr megdllapithattuk volna, hogy az oszlopok
osszefiiggdk? Ha nincs szabad valtozo, akkor az egyenletrendszernek egyértelmi a megoldasa,
és ez csak az azonosan nulla lehet, ezért ilyenkor a vektorok filiggetlenek. Ha viszont van
szabad valtozo, akkor annak adhatunk nem nulla értéket is, ezért a vektorok Osszefiiggsk.
Ezért a vektorok pontosan akkor fiiggetlenek, ha minden oszlopban van karika.

Még hamarabb is észrevehettiik volna, hogy a masodik méatrix harom oszlopvektora Gssze-
fliggs. A sorok ugyanis szédmtani sorozatok, és ezért a kozéps6 oszlop a két széls6 oszlop
atlaga, azaz v; — 2ve + v3 = 0. (Ha egy feladat megoldaséara latunk algoritmust, akkor is a
szamolds megkezdése eldtt mindig érdemes kis iddt azzal eltoltent, hogy meggondoljuk, nincs-e
tigyesebb, rovidebb, esetleg szdmoldsmentes megoldds.)
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A harmadik matrix esetében a két szélsé oszlopot vehetjiik nulla egytitthatoval, a kozép-
s6t 1 egyiitthatoval, ezért ezek Osszefiiggenek. Tanulsdg: ha egy rendszerben szerepel a
nullvektor, akkor az Osszefliggs.

A negyedik matrix esetében a kozépss oszlopot vehetjiik nulla egyiitthatoval, a két széls6t
pedig 1, illetve —1 egyiitthatoval, ezért ez a rendszer is Osszefiiggs. Tanulsdg: ha a rendszer-
ben van két egyenls vektor, akkor a rendszer Osszefiiggs. S6t, akkor is, ha a rendszer egyik
vektora egy maésik vektor skalarszorosa.

Altalaban is, ha a rendszerben néhany vektorrol latjuk, hogy Osszefiiggs, akkor az egész
rendszer az, hiszen a tobbi vektort nulla egyiitthatéval vehetjiik.

A hatodik méatrixban barmely két oszlop egymas skalarszorosa, ezért itt az oszlopok Gssze-
fiiggenek. Az 6tédik méatrix oszlopai fiiggetlenek. Ez is lathato szamoldsmentesen: bebizo-
nyitjuk majd, hogy egy négyzetes matrix oszlopai akkor és csak akkor Osszefiiggdk,
ha a determinansa nulla. Az 6t6dik méatrix fels6 haromszogmatrix, a determinénsa 1.

Nemcsak oszlopvektorokat tudunk 6sszeadni és szdmmal szorozni, hanem példéul polinomo-
kat is. Ezért a lineéris fliggetlenség fogalma polinomokra is értelmezhetd.

Linedrisan fiiggetlenek-e (kilon-kiilon) az aldbbi polinomrendszerek?
{1,z,2°}, {1+x,1+2%x+2%), {x2z,2% 2%}, {1+2,1+22,1+ 3x}.

Mit jelent az, hogy aj - 14 a9 - o + a3 - 22 = 07 Ez két polinom egyenlSsége, aminek az a
feltétele, hogy a megfelels egyiitthatok megegyezzenek. Ezért a; = ay = a3 = 0, tehat az
els6 polinomrendszer fliggetlen.

A maésodik polinomrendszernél az a kérdés, hogy az oy (1+x) + as(1+2?) +az(z+22) =0
Osszefiiggés milyen aq, o, ag esetén teljesiil. Ugy kapunk linearis egyenletrendszert, hogy
rendre felirjuk az 2%, x, 1 egyiitthatojat, azaz = hatvanyai szerint rendezziik a polinomot.
Az eredmény: a1 + as = a1 + a3 = as + a3 = 0. Ennek az egyenletrendszernek is csak a
trivialis, csupa nulla megoldasa van, ezért a masodik polinomrendszer is fiiggetlen.

A harmadik rendszer Osszefiiggs, hiszen x és 2z egymés skalarszorosa. A negyedik rendszer
is Osszefliggd, hiszen ez a harom polinom szamtani sorozatot alkot.

Linedrisan figgetlen-e R folott 1+ i, 2+ 1, 4 + 17

A f6l6tt sz6 azt arulja el, honnan vessziik az egyiitthatokat. Ezért azt kell megvizsgalni,
hogy mely ay, aa, az valos szamokra teljesiil, hogy a;(1+17) 4+ aa(2+1i) +az(4+1i) = 0. Két
komplex szam akkor egyenld, ha a valos és képzetes résziik is egyenls. Ezért két egyenletet
kapunk: a valos részbdl aq + 2as + 4az = 0, a képzetes részbdl pedig o + as + a3 = 0. Ha
az eliminaciot elvégeznénk, akkor biztosan lenne olyan oszlop. ahol nincs karika, hiszen két
sor van csak, és igy legfeljebb két karika szerepelhet. Ezért altaldban is azt kapjuk, hogy
barmely harom komplex szam Osszefiigg R {folott.

Igazoljuk, hogy ha {vi,vq,v3} fiiggetlen, akkor {vy — 3vy,ve,v3} is fiiggetlen.

Ebben a feladatban az az tjdonsig, hogy immaéaron ,altalanos” ,vektorokrol” van szo, amikrsl
semmit nem tudunk, lehetnek polinomok, térvektorok, sth. Most is egy linearis kombinéciot
irunk fel, és nullava tessziik: a;(v;—3vy)+asvy+aszvs = 0. Ha itt elakadunk, akkor kérdezziik
meg magunktol, hogyan hasznalhatnank ki azt a feltételt, hogy {vy, vq, v3} fiiggetlen? Ehhez
vy, Vg, v3 egy linearis kombinéci6jarol kellene tudnunk, hogy nulldval egyenls. Az el6zd
egyenletet a v;-k szerint rendezve ilyet kapunk: oqv; + (1 — 3an)ve + agvz = 0. Itt tehat
minden egyiitthaté nulla, ahonnan a3 = oy = a3 = 0 adodik.



Bsc algebra2, 1. gyakorlat 3

Hasonléan igazolhatjuk altalaban is, hogy egy rendszer fiiggetlen mivolta nem valtozik meg
akkor, ha az egyik vektorbol kivonjuk egy maésik vektor szamszorosat. Ez hasonlé ahhoz,
hogy a determinans sem valtozik meg, ha egyik sorabol kivonjuk egy mésik sor szdmszorosat,
és egy egyenletrendszer megoldasainak a halmaza sem véltozik meg, ha az egyik egyenletbsl
kivonjuk egy mésik egyenlet szamszorosat.

Mikor lesz fiiggetlen két vektor?

A valaszt 6vatosan kell megfogalmazni, mert az nem igaz, hogy pontosan akkor, ha egymas
skalarszorosai. Ha ugyanis v # 0, akkor {0, v} 0sszefiiggs, és a 0 tényleg skalarszorosa (nulla-
szorosa) v-nek, de v nem skalarszorosa a nullvektornak. A helyes valasz: akkor Osszefliggsek,
ha valamelyik a mésiknak skalarszorosa.Valoban, ha av + fw = 0, de példaul a # 0, akkor
v = (B/a)w. Erdemes végiggondolni, hogy ha egyik vektor sem nulla, akkor viszont mar
pontosan akkor Osszefliggdek, ha mindegyik a mésiknak skalarszorosa. Oszlopvektorok ese-
tében ez ranézésre latszik abbol, hogy a benniik 1év6 szamok egyenesen aranyosak-e. Harom
vektornal mar semmi ilyen konnyités nincs.

2. NEHEZEBB FELADATOK

1. Igazoljuk, hogy paronként kiilonbo6z6 fokt polinomok rendszere mindig fiiggetlen.

Ha egy lineéris kombinécié nulla, akkor vegyiik a legmagasabb fokt polinom f&tagjat. Ilyen
foku tag az egész Osszegben csak egy van, és ezért a legmagasabb foki polinom egytittha-
toja a linearis kombinacioban nulla. Folytassuk az eljarast a masodik legmagasabb foku
polinommal.

2. Legyenek a, b, c € R paronként kiilonbozsk. Igazoljuk, hogy (z —a)(x —b), (x —b)(z —¢),
(x — a)(z — ¢) linearisan fiiggetlenek.

Tegyiink nullaval egyenlévé egy altalanos linearis kombinaciot, és a kapott Osszefiiggésben
helyettesitsiink x helyére rendre a-t, b-t, c-t.

3. Fiiggetlen-e Q folott {lg2,1g3,1g6}, illetve {lg2,1g3,1g5}? Altalanositsunk!

Nyilvan g2 4+ 1g3 — 1g6 = 0. Ha viszont ry1g2 + r3lg3 + r51gh = 0, ahol r; = p;/q;, akkor
atrendezésse] 2029340 3PP pPo®as = 1. A szémelmélet alaptételének egyértelmiiségi allitasa
miatt itt mindegyik kitevs nulla. Altaldban a primek logaritmusai fiiggetlenek Q folott.

4. (*) Elsall-e a /3 az 1 és /2 szamok racionalis egyiitthatés linearis kombinaciojaként?
Linearisan fliggetlenek-e 1, \/§7 V3 és /6 a racionalis szamok teste f616tt? Altalanositsunk!
Ha /3 = a + by/2, akkor emeljitk négyzetre, és probaljuk meg v/2-t kifejezni az egyenletbdl.
Ha a + bv/2 + ¢v/3 + dv6 = 0, akkor ezt irjuk a + bv/2 + \/g(c + dv/2) alakba, osszunk
¢ + dv/2-vel és gyoktelenitsiik a nevezdt.

5. (*) Tegyiik fel, hogy egy vektortér a,b, c,d vektoraira {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d} mind-
egyike Osszefliggs, de {a, b, c} fuggetlen. Hatérozzuk meg d-t.

Mutassuk meg, hogy d kifejezhets a, b, ¢ koziil barmely ketté linearis kombinéacidjaként.
Ezeket egyenlévé téve hasznaljuk fel, hogy {a, b, c} fiiggetlen. Az eredmény d = 0.

6. Van-e harom olyan vektor R%-ben, melyek harom darab kételemd részhalmaza koziil
rendre 1, 2, 3 fiiggetlen? Es ha a vektorok egyike sem nulla?

Ha csak 1 kételemd fiiggetlen, akkor a kimaradé vektor nulla kell, hogy legyen.



