Bsc algebra2 gyakorlat
Harmadik feladatsor (3. és 4. prezentdcid)

1. Az alabbi A : V; — V; leképezések koziil melyek linearisak? Ahol a vélasz igenls, ott
hatarozzuk meg a leképezés kép- és magterét, ezek dimenzidjat, és irjuk fol a leképezés
matrixat alkalmas bazisban. A (g) pont esetében a métrixot csak az origd koriili 90 fokos
forgatas; az y = z egyenesre valo tiikrozés; az erre az egyenesre valo, fligg6leges vetitésre
szamitsuk ki, a szokasos, illetve a by = (1,1)/v/2, by = (—1,1)//2 béazisban.
(a) Vi =R az R felett, V, = C a C felett, A az 1 + i szammal valo szorzés.
(b) Vi1 = Vo = C az R felett, A az 3 szammal valo szorzas; az 1+ ¢ szammal valo szorzas;
a négyzetre emelés; a konjugalas; az abszolut érték képzése; a reciprok képzése.
(¢c) V1 =R", Vo =R az R felett, A(v) a v komponenseinek az Osszege; szorzata.
(d) Vi = Vo = R*? az R felett, A(M) = M"; A(M) =2M; A(M) =iM; A(M) = M?.
(e) Vi = R|x] legfeljebb harmadfoku elemei, Vo = C az R felett, A(f) = f(i), illetve
A(f) az f nem nulla egytitthatoinak Gsszege; szorzata; négyzetosszege.
(f) Vi = Vo = R[z] legfeljebb n-edfoku elemei az R felett, A(f) = f’ (derivalt).
(9) V1 és V5 asik R felett, A egy eltolés; egy pont koriili forgatés; egy egyenesre (pontra)
valo tiikrozés; egy egyenesre valo vetités.

2. Mely geometriai transzformaciok tartoznak az alabbi matrixokhoz? Adjuk meg a megfe-
lel§ transzformaciok inverzét (ha létezik), és ezek méatrixait is.
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3. Az A transzformacio matrixa a sik szokasos béazisaban ( ) Adjuk meg a bazis-
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transzformécio képletét felhasznalva az A matrixat az (1,1), (1,2) béazisban, tovabba a

by = (1,1)/v/2, by = (—1,1)/+/2 béazisban is.

4. Ha egy linearis transzformacié matrixa egy adott bazisban M, mi lesz a matrix akkor,
ha mindegyik bazisvektort (csak az elsé bazisvektort) a kétszeresére noveljiik? Es ha az els6
bézisvektort az els§ ketts Osszegével helyettesitjiik? Mely linearis transzformacioknak lesz
minden béazisban ugyanaz a méatrixa?

5. Melyek azok a linearis transzforméaciok a sikon, amelyek mindegyik linearis transzforma-
cioval felcserélhetsk? Altalanitsuk a megoldast magasabb dimenziéra.

6. Tekintsiik az alabbi transzforméciokat a sikon: T" az y = x egyenesre tiikrozés, F' az origd
koriili +90 fokos forgatés, X, illetve Y az x-tengelyre, illetve az y-tengelyre vetités.

(a) Szamitsuk ki, hova viszi az F' 4+ T transzforméacio az (x,y) pontot.
(b) Melyik transzformécio lesz X + Y, XY, 1867 867 pp T[?

(c¢) Linearisan fiiggetlenek-e a T', F', F'T', TF transzformaciok?

(d) Hany dimenzios alteret generalnak az F' pozitiv kitevGji hatvanyai?

7. Legyen A a térben az a z-tengely koriili 90 fokos forgatés, ami az z-tengelyt az y-tengelybe
viszi, és B az a transzformécio, ami minden pontot tiikkréz a (0,0,0) és (1,1,1) pontokat
Osszekots egyenesre. Mi ezeknél az (1,2, 3) pont képe? Igaz-e, hogy AB = BA?
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8. Legyen M az y = x egyenesre val6 fiiggéleges irdnyu vetités matrixa. Adjunk meg olyan
K és L nem nulla, kétszer kettes valos matrixokat, melyekre KM =0 = ML.
9. Legyen A, B,C € Hom(V') és A skalar. Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat.

(a) A+ B, AA és AB linedris, (—A)+ A=0, \M(A+ B) = A+ AB.

(b) (A+ B)C=AC+ BC, C(A+B)=CA+CB, A(AB)=(M)B = \(AB).
10. Alljon W a sik azon linearis transzforméciéibol, amelyek az (1,1) pontot nullaba viszik.
Igazoljuk, hogy ez altér Hom(V')-ben, és hatarozzuk meg a dimenzidjat.

11. Egy vektortérben taladlhato 1526 olyan altér, hogy semelyik kett6 sem izomorf, de ennél
tobb nem. Hany dimenziés a vektortér?

12. Az alabbi M matrixok esetében hatarozzuk meg a v — Muv leképezés mag- és képterét,
és ezek dimenziojat.

100 1 2 3 1 0 6 1 21 1 2 3
001 4 5 6 20 5 1 11 01 2
010 78 9 3 00 3 2 3 0 01

13. Az alabbi R® — R? leképezések koziil a linearisaknak hatarozzuk meg a mag- és képterét,
és ezek dimenziojat.

T r—y T+y Ty
z z—x |’ doe+2y+ 2| zx
0 y+z 0

14. Legyen W a V véges dimenzids vektortér tetszéleges altere. Igazoljuk, hogy V-nek
létezik olyan lineéris transzformécioja, amelynek W a magtere, és olyan is, amelynek W a
képtere. Mikor van olyan transzformacio, amelynek W egyszerre a magtere és a képtere?

15. Igazoljuk, hogy AB = 0 akkor és csak akkor, ha Im(B) C Ker(A).
16. Mi az Osszefliggés A, B és AB magterei, illetve képterei kozott?

17. (*) Legyen V véges dimenzios vektortér, A : V — V pedig egy linearis transzforméacio.
Ha Im(A?) = Im(A), kivetkezik-e ebbdl, hogy Ker(A?) = Ker(A)? Igaz-e a megforditéas?

18. Egy A :V — W linearis leképezés magtere 100-dimenzids, és vy, ..., v199 € V fliggetlen
vektorok. Legalabb héany kilonb6z van az A(vy), ..., A(v,) vektorok kézott?
19. Legyen A € Hom(V7, V,). Melyek igazak?
(a) Ker(A) =V, = Im(A) = {0}.
(b) Ker( ) ={0} = Im(A) =15
(c) Im(A) =V; = Ker(4) = {0}.
(d) Ha egy X vektorrendszer képe generatorrendszer, akkor X is az.
(e) Ha egy X vektorrendszer képe fliggetlen, akkor X is az.
(f) Ha A sziirjektiv, akkor generatorrendszert generatorrendszerbe visz.
(9) Generatorrendszer képe generatorrendszer Im(A)-ban.
(h) Ha A valamilyen halmazt generatorrendszerbe visz, akkor sziirjektiv.
(1) Ha A injektiv, akkor fiiggetlen halmazt fuggetlenbe visz.
(7) Ha A egy bazist fliggetlenbe visz, akkor injektiv.
*
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20. (**)Ha U W <Veé&sA:UasW =V, (u,w) = u+ w, mennyi dim Ker A és dim Im A?
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