Bsc algebral gyakorlat
Tizedik és tizenegyedik eldadds-dia

1. (3.9.4, 3.9.11) Szamitsuk ki ®5-t és a primhatvany-indexi korosztasi polinomokat.

2. (3.9.18) Hatarozzuk meg a korosztasi polinomok felhasznalasaval a 12-edik, a 18-adik
illetve a 24-edik primitiv egységgyokok Osszegét és szorzatat.

3. (3.9.12) Igazoljuk, hogy ha n > 1 paratlan, akkor ®o,(z) = @, (—2).

4. (3.9.15*) Legyenek m | n pozitiv egészek ugy, hogy n minden primosztdja osztja m-et
is. Igazoljuk, hogy @, (z) = ®,,(z™™).

5. (3.9.16) Szamitsuk ki az el6z6 feladat alapjan a ®,,(x)-et, ha n = 36,72, 144, 100.

6. (**) Van-e olyan n, melyre ®,(z)-nek van 1-nél nagyobb abszolut értéki egyiitthatoja?
7. (3.9.14**) Bizonyitsuk be, hogy ®,(z) = Hd‘n(a:”/d —1)#9) ahol p a Mobius-fiiggvény.
8. (3.9.19, 3.20**) Mennyi ®,(1), illetve ®,(—1)7
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. (3.9.21%*) Igazoljuk, hogy ha m és n relativ primek, akkor ®,,,(z) = [[ )= Pn(n2),
kivéve az m = 2, n = 1 esetben, amikor a két oldal egymas ellentettje.

10. (3.9.23**) Legyen p primszam, és n = p*m, ahol mar p + m. Mutassuk meg, hogy
k

modulo p a ®,, egyenls a L) polinommal.

11. (3.9.25*%*) Igazoljuk, hogy a @, polinom egy alkalmas eltoltjara akkor és csak akkor

teljesiil a Schonemann-FEisenstein-kritérium feltétele, ha n primhatvany, vagy egy paratlan

primhatvany kétszerese.

12. (3.9.26***) Mely n > 3 egészekre létezik olyan n-szog a sikon, amelynek minden szoge
egyenld, és az oldalai valamilyen sorrendben 1,2, ..., n egység hossztak?

13. (1.1.8, 1.1.9) Irjuk f61 a modulo 5 és a modulo 6 Osszeadas és szorzas tablazatat.
Végezziik el a 2 : 3 osztast modulo 5. Tudunk-e osztani Z; minden nem nulla elemével?
Igaz-e, hogy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla? Mi a helyzet modulo 67

14. Héany nulloszt6 van Z,-ben? Hat Z4[x]-ben?

15. (2.2.32) Hatéarozzuk meg a Z,, gytriiben a nullosztokat és az invertalhato elemeket.
16. Adjunk meg egy olyan mésodfokt f € Zg|x] polinomot, melyre (3z + 1) f(z) foka 2.
17. Adjunk példat, ami mutatja, hogy Zg f6lott nem igaz a polinomok azonossagi tétele.
18. Héany olyan legfoljebb negyedfoki polinom van Zs[x]-ben, mely minden helyen 17
19. Bontsuk Z, f6l6tt gyoktényezds alakra az 2® + 1 polinomot.

20. Végezziik el az (2 +x + 1) : (2% + z + 1) maradékos osztést Z, f6l6tt.

21. Bontsuk Z, f616tt irreducibilisek szorzatéra az z° + x® + 2? + 1 polinomot.

22. (2.2.4, 2.2.7) Igazoljuk, hogy a kompozicié asszociativ. Mi az egységelem? Adjunk
példat két geometriai transzformaciéra, ami mutatja, hogy a kompozicié nem kommutativ.
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23. (2.2.35) Az alabbi strukturak gytirtik-e? Ha igen, kommutativak-e, egységelemesek-e,
nullosztomentesek-e, testek-e? Amelyek gytirtk, azokban mik az invertalhaté elemek?

(1) {a+bi : a,b € Q} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve.
G ={a+0bi: a,beZ} aszokisos Osszeadasra és szorzasra nézve (Gauss-egészek).
3 { a+bV2:abe Q} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve.

A paratlan, illetve a 2-hatvany nevezdjd tortek Q miiveleteire nézve.

Egy X halmaz 0sszes részhalmaza, ahol az 6sszeadas a szimmetrikus differencia képzé-
se, a szorzés pedig a metszetképzés. (Két halmaz szimmetrikus differenciaja azokbol
az elemekbd] all, amelyek a két halmaz koziil pontosan egyben vannak benne.)

(2)
(3)
(4) {a+ bY2 :abe Q} a szokasos Gsszeadasra ¢s szorzéasra nézve.
()
(6)

24. (2.2.36) Mutassuk meg, hogy a Zg gytriiben R = {0, 2,4} részgytirtt alkot. Egységele-
mes gytri-e, illetve test-e az R gytrd?

25. (2.2.41) Legyen R kommutativ, egységelemes gytirt, és tekintsiik az a+bi alakt formélis
kifejezéseket, ahol a,b € R (az R folotti komplex szamokat). A miveleteket ugyanigy vé-
gezziik, mint a kozonséges komplex szamokkal. Testet kapunk-e, ha R = Z3? Es ha R = Z5?

26. (2.2.20%) Igazoljuk az a™a™ = a™*" és az (a™)™ = ™" azonossagokat tetszéleges egy-
ségelemes gytri a invertalhatod elemére (m és n egészek, de lehetnek negativak is).

27. (2.2.37*) Legyen R gytirt, r,s € R, és m,n egész szamok. Igazoljuk az alabbiakat.

) (—n)r az nr ellentettje.
) mr+nr = (m+n)r.
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(3) n(mr) = (nm)r.

(4) n(r+s) =nr + ns.
(5) n(rs) = (nr)s = r(ns).

28. (2.2.40%*) Jelolje Z[\/2] az a + by/2 alaki szamok gyftiriijét a C-beli Osszeadasra és
szorzasra, ahol a,b € Z. Igazoljuk, hogy ebben végtelen sok invertalhato elem van.

29. (3.7.9%%) Legyenek f(x) = ax?+bx + ¢ gyodkei a; és ap. Mutassuk meg, hogy f diszkri-
minansa a?(a; —ay)? = b*—4ac, vagyis a megoldoképletben a négyzetgyok alatt 4llo kifejezés.
Ennek alapjan igazoljuk, hogy egy f € R[z| polinomnak pontosan akkor valosak a gyokei,
ha a diszkriminadnsa nemnegativ.

30. (3.7.10*%*) Legyen f(x) = 2® + px + q. Igazoljuk, hogy f diszkriminédnsa —27¢* — 4p?,
vagyis a Cardano-képletben a négyzetgyok alatt allo D kifejezés —108-szorosa.

31. (3.7.12%*) A rezultans modszerével vezessiik vissza az alabbi egyenletrendszereket egy-
ismeretlenes egyenletre, és oldjuk is meg Sket C folott. A szamitasokhoz a Maple program
resultant és factor parancsait hasznaljuk.

(z—1)-y*+(x+1)-y—2=0 (z—1)-y*+(xz+1)-y—1=0
(x—1)-y*+ r-y—1=0 (x—1)-y*+ r-y—1=0
P =y+z+1
y=z+r+1
P2=r+y+1



