Bsc algebral gyakorlat
Kilencedik és tizedik eldadds-dia

1. (3.2.16) Osszuk el maradékosan az x® — 2 polinomot 222 + 2x — 3-mal.

2. (3.2.23) Mi a maradék, ha 2%+ 2%+ 1-et osztjuk 22+ +1-gyel? Az eredményt indokoljuk
meg szamolas nélkiil is, majd vizsgaljuk meg, hogy 2" +2" +1 mikor oszthat6 22 +z+ 1-gyel.

3. (3.2.24) Mi a maradék, ha x5 + 2% + 2 + 1-et osztjuk 22 + 1-gyel, illetve 2% — 1-gyel?
4. Az f(x): (2? + 1) maradékos osztasnal a maradék = + 1. Hatérozzuk meg f(i) értékét.

5. (3.2.17) Allapitsuk meg az f(z) = 32° + 622+ 62+ 3 és a g(x) = 22* + 222 +2 polinomok
kitiintetett kozos osztojat az euklideszi algoritmussal.

6. Mi lesz 2° + 1 és x'° — 1 legnagyobb kozos osztoja?
7. (3.3.15) Mi lesz 2" — 1 és 2™ — 1 legnagyobb kozos osztoja?

8. (3.1.29) Igaz-e a 2x | 32% oszthatosag rendre a C, R, Q, Z 516tti polinomok kirében?
9. (3.3.14) Bontsuk 6(z? — 2)(2? + 1)-et C, R, Q, Z f6lott felbonthatatlanok szorzatara.
10. Bontsuk a 2z* — 4 polinomot irreducibilisek szorzatara C és R folott.

11. Bontsuk az z'? — 4096 polinomot irreducibilisek szorzatéra C[z]-ben és R[z]-ben.

12. (3.5.4) A Schénemann-Eisenstein kritérium az alabbi polinomok koziil melyekre alkal-
mazhat6 kozvetleniil: x!t + 2z + 18, 2!t + 22 + 12, 2!t + 122 + 5, 2™ + n (mely n-ekre?).

13. (3.5.5) Legyen f racionalis egyiitthatos polinom. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor irre-
ducibilis Q f6l6tt, ha valamelyik eltoltja (vagyis az f(z+c¢) polinom, ahol ¢ € Q) irreducibilis
Q folott. Igazoljuk ennek segitségével, hogy z* + 1 irreducibilis Q 616tt.

14. (3.5.10) Felbonthatatlan-e Z[z]-ben az z* + x + 1 polinom?

15. (3.5.11*) Legyen p egy primszam, f € Zx] egy n-edfokt polinom, ahol n > 1, és
0 < k < n. Legyen f € Z,[z] az f modulo p véve. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?
(1) Ha f irreducibilis Z f6lott, akkor f irreducibilis Z, folott.
(2) Ha f irreducibilis Z, f6lott, akkor f irreducibilis Q folott.
(3) Ha f irreducibilis Z, f6lott, és f foka n, akkor f irreducibilis Z folott.
(4) Ha f irreducibilis Z, folott, és f foka n, akkor f irreducibilis Q fol5tt.
(5) Ha f-nek van Z folott k-adfoku tényezSje, akkor f-nak is van k-adfoku tényezdje.
(6) Az el6z6 allitas akkor, ha azt is tudjuk, hogy f foka n.

16. (3.5.6) A 62" + 3x + 1 polinomot a 3 primszam segitségével vizsgalva igazoljuk, hogy
irreducibilis Q folott. A kapott gondolatmenetet probaljuk meg altalanositani.

17. Bontsuk z° — 22* + 323 + 1022 — 22 + 1-et irreducibilisek szorzatara Q folott.

18. (3.5.14) Trreducibilis-e Z f516tt 25 + 5x + 26, 327 + 6z — 18, 2% + 1, 2® + To — 3,
ot + 323 + 2%+ 17
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19. (3.5.15%) Irreducibilisek-e az alabbi polinomok a Q test folott? 327 — 62+ 622 + 3z — 2,
3xT + a8+ 622420 -2, 327 —62° +62%+22x—2, 20 +1, 21642, 2t 142249, 2* —22+1,
32T +6x—18, 2®+4, 22 +9, 25+729, 2'0—25+1, 220 +20, 2*+25, 25+32, 2t +4x+1,
2t =22+ 1, et 341, 2t a4 a3 a4 L

20. (3.3.21) Hatéarozzuk meg a legfeljebb negyedfoku irreducibilis polinomokat Z, felett.
21. (3.9.22) Bontsuk az z'? — 1 polinomot irreducibilisek szorzatéara Z, Z,, Zsz és Zs felett.

22. (3.5.9) Az o' + 22 + x + l-et Zy felett vizsgélva igazoljuk, hogy irreducibilis Q felett.

23. (3.3.19) Irreducibilis-e 2* 4 4 illetve 2! +9 a Q folott? Altalanositsunk!

24. (3.3.24**) Bontsuk fel 2! — 102? + 1-et R f616tt felbonthatatlanok szorzatara (segitség:
a polinomnak gydke a v/2+1/3). A kapott felbontast, és az alaptétel egyértelmtiségi allitasat
kihasznalva adjuk meg a Q folotti felbontést is. Bizonyitsuk be, hogy ennek a polinomnak
semelyik eltoltja sem teljesiti a Schonemann—FEisenstein-kritérium feltételét.

25. (3.3.22**) Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, akkor az (z + y)? — 2 — y? polinom
oszthato p-vel Z[x, y]-ban. Vezessiik le ebbdl a kis Fermat-tételt.
26. (3.5.15%*) Legyen p prim ¢és f(x) = 1+x+2?+...+ 2P 1. Alkalmazhato-e az f(z+1)
polinomra a Schonemann-Eisenstein?
27. (3.5.16%*) Legyen f(z,y) = 2° + 2%° +y* +y € Clz,y], és jelolje C(y) a g(y)/h(y)
alakt racionalis tortfiiggvényekbdl allo testet (g, h € Cly]).
(1) Primitiv-e f, mint C[y] f6l6tti polinom?
(2) Kovetkezik-e a Schonemann—Eisenstein-tételbdl, hogy f irreducibilis C(y) f6l6tt?
(3) Irreducibilis-e f a Clz, y]-ban?
28. (3.5.17**) Van-e olyan f € Z[z], hogy minden g € Z[z] nem konstans polinomra az
f (g(a:)) polinom irreducibilis Q f6lott?
29. (3.5.18**) Annak felhasznélasaval, hogy 2% — 2 irreducibilis Q f6l6tt, mutassuk meg,
hogy /4 nem irhaté 5l a + b4/2 alakban, ahol a,b € Q.

30. (A racionalis gyoOkteszt kiegészitése*) Legyen p/q racionélis gyoke az f egész egytitt-
hatos polinomnak, ahol (p, q) = 1. Bizonyitsuk be, hogy p — ¢ | f(1) ésp+ ¢ | f(—1).

31. (*) Igazoljuk, hogy ha f egész egyiitthatos és f(0), f(1) paratlan szamok, akkor f-nek
nincs egész gyoke.

32. (**) Igazoljuk, hogy 2" + = + 3 minden n > 1 egész szamra irreducibilis Z felett.

33. (3.4.20**) Legyen [ egy n-edfoku egész egyiitthatos polinom. Mutassuk meg, hogy ha
f helyettesitési értéke legalabb 2n + 1 helyen primszam, akkor f irreducibilis Z f6lott.

34. (**) Mutassuk meg, hogy az alabbi polinomok irreducibilisek Q és Z folott. Rajzoljuk le
a Newton-poligonjukat is (alkalmas primet hasznalva). 6x*+3z+1, 2% +32% 43622+ 542 +9,
27432, 2" + 2"+ 3, 2" + 3z + 27.

35. (**) Rajzoljuk le y? + 2y — x (mint y polinomjanak) Newton-poligonjat v,-re nézve.
Alkalmas n-re fejtsiik 2'/™ hatvanysoraba az y? +xy — x = 0 egyenlet mindkét (y;(z), illetve
y2(x)) megoldésat.

36. (**) Bontsuk irreducibilis faktorokra az (z +y + 2)¥ — 2* — y* — 2* polinomot k = 3 ¢s
k =5 esetén.



