Bsc algebral gyakorlat
Otodik eldadds-dia

1. Az AB, BA, BC, CB — C miiveletek koziil végezziik el az elvégezhetsket, ha
(1 =3 2 (37 r (1 20
A_(O 1 3)’ B_(4 1)’ ¢ _(1 3 8)'

2. Végezziik el az alabbi méatrixmtveleteket, ha lehetséges: A+ A, A+ B, AB, AC,
ACT, DDT 6 DT'D, AC+2C, AD—-3D, D? BC, CB.Itt

123 —1 —1 2
A=|(2 3 4|, B=(-1 =2 =3), C=| 2|, D= 23
345 3 3 4

3. Adjunk meg olyan 10 x 10-es A # B matrixokat és egy 10 x 100-as C' # 0 matrixot,
amelyekre AC' = BC' teljesiil. Meg lehet-e adni az A # B maétrixokat tgy is, hogy ez
minden 10 x 100-as C-re teljestiljon?

4. Szamitsuk ki az 5 x 5-6s N = ((n;;)) matrix elsé 6t hatvanyat, ahol n;; =1, hai—j = 1,
és 0 egyébként. Tegyiik fel, hogy egy n x n-es M = ((m;;)) matrix féatlojaban és ez alatt
csupa nulla van (azaz m;; = 0 ha i > j). Bizonyitsuk be, hogy M™ = 0.

5. Bizonyitsuk be, hogy két fels§ haromszog-matrix szorzata is fels§ haromszog-matrix, és
hogy ezek részgytriit alkotnak. Mi all a szorzat diagonalisaban?

6. Ha <8 (1)> N = ((1) g g), akkor mi az N métrix mésodik soranak harmadik eleme?

7. Adjuk meg azokat az A € R**? matrixokat, melyekre (é 2) A=AT (:1)) 2)

8. (*) Szamitsuk ki az alabbi szorzatokat.

0 1\" 0 1\" [cosa —sina) (cosf —sinf 1 z\" /1 1\"
1 0/ >\—-1 0) ’ \sina COS & sin 8 cosg/)’\0 1) "\1 0) ~

9. Jelolje E@) azt a matrixot, amelynek i-edik soraban a j-edik elem 1, és minden mas
eleme 0. Mi torténik, ha egy matrixot balrol illetve jobbrol megszorzunk E)-vel? Van-e
olyan 3 x 3-as A matrix, amellyel a balszorzés tetszéleges 3 x 3-as X matrix els6 sordnak
elemeit megkétszerezi, az X tobbi elemét pedig ellentettjére valtoztatja? Van-e ilyen A
akkor, ha balszorzas helyett jobbrol akarunk szorozni?

10. (*) Az M és N matrixok felcserélheték, ha MN = NM. Keressiik meg az Gsszes
olyan haromszor harmas matrixot, amely az F®3-mal felcserélheté (lasd az el6z6 feladatot).
Melyek azok az n x n-es matrixok, amelyek minden n x n-es matrixszal felcserélheték?

1 2 11 100
11. (*) Mely matrixokkal felcserélhetsk ezek a méatixok: : 10 1 07
-1 -1 01 3 1 9

12. (**) Igazoljuk, hogy ha M, N € C"*", akkor M N — N M nem lehet az egységmatrix.

13. (*) Legyen M = (z Z) Bizonyitsuk be, hogy M? — (a + d)M + (ad — bc)E = 0.
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14. (**) Adjuk meg R***-ben az X2 =1, X?> = —F, X? = 0 és X? = X egyenletek minél
tobb megoldaséat!

15. Invertaljuk Gauss-eliminacié segitségével az aldbbi matrixokat. Ellendrizziik szorzéassal
a kapott eredményeket. Irjuk fel a harmadik és a negyedik méatrix inverzét a ferde kifejtési
tételbsl kapott képlet segitségével is.

1 9 0 1 0 b 2 23 1 2 =3
9 5 10 1 -1 0 01 2
-1 21

¢ d 00 1
16. Adjunk ellenpéldat a kovetkezs allitasra: invertalhaté matrixok Osszege is invertalhato.
17. Egy matrix els6 két sorat megcseréljiik. Hogyan valtozik meg az inverze?

18. Dontsiik el, melyek igazak az alabbi kévetkeztetések koziil.

(1) Ha az Ax = b linearis egyenletrendszernek létezik egynél tobb megoldasa, akkor az
Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek létezik nem trivialis megoldasa.
(2) Ha az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek létezik nem trividlis megoldasa,
akkor az Ax = b lineéris egyenletrendszernek létezik egynél tobb megoldasa.
(3) Ha A € R™® b € R’ és az Ax = b egyenletrendszernek egyértelmt a megoldésa,
akkor barmely ¢ € R°-re létezik megoldasa az Ax = ¢ egyenletrendszernek is.
(4) Ha A € R®® b € R® és az Ax = b egyenletrendszernek egyértelmt a megoldasa,
akkor barmely ¢ € R%ra létezik megoldasa az Ax = ¢ egyenletrendszernek is.
19. (5.11.1%) Igazoljuk, hogy C**%-nek nemkommutativ részgytirjét alkotjik a ( Zw ;U
alakt matrixok, ahol z, w € C. Bizonyitsuk be, hogy ez ferdetest, és keressiink benne (minél
tébb) C-vel izomorf résztestet.

20. (**) Legyen R egy kommutativ, egységelemes gytr.

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha az R[x] polinomgytirii definiciojaban a valtoz6 negativ kite-
vGs hatvanyait is megengedjiik (de Osszesen csak véges sok tagot), akkor egy gytrtit
kapunk. Ezt a gytr(t a Laurent-polinomok gytirijének nevezik, é¢s R[z,z 1]-szel
jelolik. Mik K[z, z~'] invertalhato elemei, ha K test?

a, = 0 minden elég nagy n-re, akkor is gytriit kapunk. Ennek neve a formalis
hatvanysorok gytrtije, jelolés: R[z]]. Mik K[[z] invertalhato elemei, ha K test?

(3) Bizonyitsuk be, hogy ha a polinomok sorozatos definiciojaban nem kotjiik ki, hogy
a, = 0 minden elég nagy n-re, és megengediink véges sok negativ kitevGjl tagot is,
akkor is gytrtit kapunk. Ennek a gytirtinek a neve a formalis Laurent-sorok gytirtje,
jelolés: R((x)). Igazoljuk, hogy K ((z)) test, ha K test.

pozitiv kitevés tagot is megengediink?
21. (5.1.32**) Ha egy egységelemes gytirtiben 1 — ab invertalhato, akkor 1 — ba is.
22. (2.1.12**) Ha p prim és S = Z?;é 7’ ahol e primitiv p-edik egységgydk, mennyi S27?



