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A csoportalgebra

Definici6 (7.9. Szakasz)

Legyen G = {1 = g1, 4>,...,8,} véges csoport és T test.

T[G] a > " | Nigi formalis linearis kombinaciék halmaza (\; € T).
Ez vektortér T folott, {g1.42,...,g,} bazis.

A szorzast végezziik tgy, hogy a szorzatot a disztributivitas
segitségével kibontjuk, elvégezziik a G-beli szorzast, majd
dsszevonunk. Ekkor egységelemes algebrat kapunk T folott.

Ez a csoportalgebra. Tipikusan T = C.

Példa

Legyen G = {1,a} =7, . Ekkor

()\11 == [1,13)(/\21 =F /122) = ()\1)\2 aF /ll/tz)l = ()\1/L2 =F ;1,1)\2)3.

b; = (1 aF a)/2, b, = (1 = a)/2 bazis, b% = by, b% = by, biby = 0.
Ezért 0161 + [Bobo < (1, B2) gydrtizomorfizmus C x C-vel.
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A csoportalgebra felbontasa

Tétel, csak a kommutativ esetet bizonyitjuk

Ha G véges csoport, akkor a C[G| csoportalgebra izomorf
C folotti teljes matrixgytiriik, azaz C"*"" gy(ir(ik direkt szorzataval.
A tényez6k szama a G konjugalt osztalyainak a szama.

Specialisan ha G kommutativ, akkor C[G| = C", ahol n = |G]|.

Legyen C[G]= Ry x ... x Ry, ahol R; =C"*",
Az i-edik projekcié, ami (r1,. .., rx)-hoz ri-t rendel,

egy ¢; : C[G] — C"™*" gylirtihomomorfizmust ad. A G elemeire
megszoritva ez egy G — GL(n;, C) csoporthomomorfizmus.
Ezek tokéletesen megfogjak G szerkezetét.

Definicié (475. oldal)

A G véges csoport GL(n, C)-be vezeté homomorfizmusait
a G (komplex folotti) reprezentaciéinak nevezziik.
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Az 53 példéja

Legyen G = S3. Az alabbiak reprezentaciok.

11 g 1 e C=C™! nyilvan homomorfizmus.

2 g+ sg(g) € Cis (elgjelképzés).

031 5322 Dy — R?*? a g-nek megfelels transzformacié
(forgatas, illetve tiikrozés) matrixa (rogzitett bazisban).

' 1 0 cos120° —sin120°
e3(id) = <0 1) 993((123)) o <sin 120° cos 1200>

¢3((12)) = <_(1) (1)> (az y-tengelyre val6 tiikrozés).

Allitas (NB)

C[S3] = C x C x C?*2,
A harom projekci6 a fenti harom reprezentaciénak felel meg.
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Homomorfizmusok csoportjai

7.7.1. Definicié

Legyenek G és H Abel-csoportok.

Ha o és ¢) homomorfizmusok G-b&l H-ba, akkor

pontonkénti Ssszegiik: (¢ + ¥)(g) = ¢(g) + ¥(g) is az.
Csoportot alkotnak (mint linearis algebraban), jele Hom(G, H).

Példa (7.7.7. Gyakorlat)
Hom(Z*,ZT) 27" .

Ha ©(1) = m, akkor ¢(n-1) = nm. Ez egy ©,, homomorfizmus.
Vagyis Hom(Z ", 7Z7) elemei a ,-ek (m-mel szorzasok).
Nyilvan ¢ 0 = ©m + k-

Ezért m — ,, izomorfizmus Z" és Hom(Z", Z") kozétt.

HF: Hom(Z, ,Z¢)=Zy (7.7.8. Kérdés).
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Abel-csoport duélisa

Tétel

Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) = G.
(A homomorfizmusokat most pontonként szorozni kell.)

Bizonyitas

Tegyiik fol elészér, hogy G = Z. Ha x € Hom(G,C*), akkor
legyen x(1) = . Nyilvan x(n) = x(n-1) = " és igy e9 = 1.
Ez egyértelmiien meghatarozza y-t, jeldlje ezt a leképezést ..
Megforditva, ha =9 — 1, akkor Xe : n— " homomorfizmus lesz.
Nyilvan .-, = Xz, xe,, hiszen az 1-et mindkett6 c1c2-be viszi.
Ezért G = Hom(G,CX)={e € C : £? =1} < C*.

Ez pontosan a d-edik egységgydkok részcsoportja, ami ciklikus,
barmelyik d-edik primitiv egységgyok generalja. Ezért 5223.
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Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
Hom(G x H, K)~Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel)

v

Bizonyitas

Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor ©1(g) = ¢((g.1)) egy G — K homomorfizmust definial.
Hasonléan legyen o2(h) = ¢((16, h)), ekkor 2 € Hom(H, K).
Megforditva, ha ¢1 € Hom(G, K) és ¢o € Hom(H, K), akkor

legyen ©((g, h)) = p1(g) + 2(h), erre o € Hom(G x H, K).
HF: ¢ < (¢1.92) egy megfelels izomorfizmus. O

v

G= Hom(G,C*)= G bizonyitasa: Bontsuk G-t a véges
Abel-csoportok alaptétele szerint (primhatvanyrendi) ciklikus
csoportok direkt szorzatara, és alkalmazzuk a fenti allitast. O
Név: G a G dualisa. Folytonos csoportokra: Pontrjagin-dualitas.
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Ortogonalitas

Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacioi.
Masik elnevezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!).

Legyen x € G. Ekkor > gcc X(g) értéke 0, ha y nem azonosan 1. J

Valéban: legyen y(go) # 1. Ha go-lal végigszorozzuk G elemeit,
akkor G minden elemét egyszer kapjuk meg. Ezért

S =3 gec X(8) =D 4cc X(808) = x(80) >_gec X(&) = Xx(&0)S-
Mivel x(go) # 1, ezért S = 0. O

Kovetkezmény

Ha x # ¥ € G, akkor 3", ¢ x(g 1)¢(g) = 0.

Valéban: (g 1)v(g) a x 1o € G-nek a g-nél felvett értéke. [
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A karaktertabla, mint matrix

Allitas
Legyen G Abel-csoport, rendje n, és S € C"*" az a matrix,

melyben a g-edik sor y-edik eleme y(g) (itt g € G és x € (E)
Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g 1).
Az ortogonalitas miatt S*S diagonalis matrix.
A fsatléban x(g1)x(g) = 1 miatt n all. O

v

Tekintsiik (1/n)S-et egy bazistranszformacié attérési matrixanak.
A G=1{g1,....g,} arégi bazis, az 0j bazis elemei:

by = (1/|G]) X 4cc X(&)g € C[G], ahol y € G.
Ez tényleg bazis, mert S invertalhato.
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A csoportalgebra felbontasa

Allitas
Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/|G|) 3", Xx(&)g € C[G].
Ekkor b2 = by és x # 1) € G esetén by by = 0.

Valéban, |G|?b, by = > ¢ skk, ahol s = > hg—k X(h)(g),

és hg = k miatt h = kg ', igy s, = (k) > ,cc x(g ")v(g).

Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, ésigy b, b, = 0. Ha x =,
akkor y(g N (g) = 1, tehat s, = |G|uw(k), és bi = b,. O

Mivel a b, elemek bazist alkotnak, a csoportalgebra minden eleme
egyértelmien felirhaté era X, b, alakban (X, € C).

Ezt (..., [y, ...) € C"-nek megfeleltetve

gy(riizomorfizmust kapunk C[G] és a C" direkt szorzat kozott.

Valéban, a szorzattartas a fenti dsszefiiggések kdvetkezménye. [
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolesekkel legyen dec Xg8 = eré Xy b, € C[G],
tovabba x = (.. xg, ... ) és X = (..., X, ...).
(Mostantél azonositjuk az x vektort a >, xgg € C[G] elemmel,

tovabba azzal az x: G — C ﬂjggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)
Bazistranszformacio: X' = S*x” és x” = (1/n)SXT.

Azaz X, = > o x(8)xg & xg = (1/n) 3_, < Xx(&)Xx-

F : x+— X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X = x.
F1: X s x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/+/n) F unitér transzformacié C"-en. Ezért
(x,y) = (1/n)(X,Y), azaz 37 o Xgye = (1/n) 2 . Xy Yy

Ixll = (1/mIIX| azaz 3= cclxg|* = (1/n) 3 ol Xil.
(Parseval-formula, illetve Plancherel-formula).

>_geG Xg8 —» X gylirthomomorfizmus C[G]-bél C"-be.
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Konvolacié

Legyen x = (..., Xg,...) ésy = (..., Vg, ...), tovabba
(deGng)(deG Ye8&) = dec g8, ekkor zg = 3\ c ¢ Xgh-1Yk-
Az=(...,2g,...) neve az x és y konvolucidja, jele x  y.

Vagyis a konvoliicié a csoportalgebra szorzasanak megfelelsje.

A gyiirihomomorfizmus-tulajdonsag miatt tehat
Flxxy)=F(x)F(y) =(.... X, Y,,...) (pontonkénti szorzas).

v

A konvolicié tulajdonsagai
o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.
o Van egységelem: x; =1 és x, = 0 (g # 1) megfelels.
o Legyen T, a h € G-vel val6 jobbszorzas a csoportalgebran,

ez h-val valé eltolas. Ekkor T,(x)(g) = x(gh™*) (HF).
Konvolicié eltoltja: Th(x xy) = Th(x) xy = x* Th(y).
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(X) = X, azaz ), X8 = ;(eé Xy by € C[G]. Ekkor
D gcG g8 = ngéxx*bx és ngéxxbx =D gec Xg 18,

azaz F(X) = (..., X;-1,...) s F1(X) = (..., %51,...).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugaltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[G]-nek, minden g € G konjugaltja dnmaga.)
Mivel v *(g) = x(g) ' = x(g) = x(g ') (pontonkénti inverz)
ezért b, = (1/|G\)decx( )g konjugaltja b, 1. Ezért

Yecc Xe8 = 2 Xaby1 =3, cg Xy 1by

Az inverz transzformaaot az xg = (1/ )ZXeG x(g)X, képlettel

szamitva (1/n) 32, cq x(8)X =(1/n) X\ eo X(671) X =%, O

y
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z;} azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-

na

Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J

Ekkor x; = ™ és X,, = Zf;ol xk(J)xj = ZJ'ZOI ekiemi,

De (™=Kl = v, (j), tehat az ortogonalitas miatt
Xy, =0hantm— k, azaz ha m # k, hiszen 0 < k, m < n.
Ha k = m, akkor X,, = n (az &sszeg minden tagja 1).

HF: f(x) transzformaltja X,, = n ha k = n— m és 0 egyébként.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(2mj/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yo, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitast
és a konjugaltra vonatkozé képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m é —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J

A —sin ((n — m)x) fliggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(mx).
Ha el6re tudjuk, hogy n > 2m is teljesiil, akkor m és n — m koziil
mar ki tudjuk valasztani a megfelelét, mert n — m > n/2.

Vagyis elég siirli mintavételezéssel kell dolgozni.
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Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
A masik fele hangerével az oktavjan: 880 Hz (felhangok nincsenek).
A kett6 hangja egyiitt: f(t) = 2sin(440 - 27t) + sin(880 - 27t).

Tegyiik fel, hogy n > 2 % 880. Minta: x; = f(j/n), ahol 0 < j < n.
Ekkor X,, = 0, kivéve X,,,, = 2n/(2i) és Xy, .., = —2n/(2i),
tovabba X, g5, = n/(2i) és X, g0 = —n/(2i).

Analizis: Minden szakaszonként folytonos, 27 szerint periodikus
fliggvény Fourier-sorba fejthet8, ami sin(m - 27t) és cos(m - 2mt)
alaka fiiggvények (végtelen) linearis kombinaciéja. Ha mindegyik
m < 880 (és igy az Osszeg véges), akkor a Fourier-transzformaltban
csak xm és x,_m szerepelhet. De n — m > 880, ezért a szerepl6
frekvenciak értéke és amplitadéja rekonstrualhaté.
Shannon-Nyquist tétele: A jelben el6fordulé maximalis frekvencia
tobb, mint duplajaval eléeg mintavételezni.
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Aliasing

Legyen f(x) = sin(440 - 27tt) és n = 660. A transzformaltban ekkor
megjelenik a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. Miért baj ez? J

A mintak: x; = sin(440 - 27 /660). Ezek raillenek a —sin(220-27t)
fliggvényre is, hiszen sin(27j — o) = —sin(«).

A digitalis-analog konverterek hajlamosak a legalacsonyabb
frekvenciaja fiiggvényt interpolalni, ami az adott mintakra
illeszkedik, ezért a hangszéréban 220 Hz-es hangot fogunk hallani.

A 220 Hz-es jelet az eredeti jel alias-anak nevezziik. )

Védekezés: Anti-aliasing sz(ir6. A mintavételezés (digitalizalas)
el6tt hasznalunk egy analég, alul-ateresztd sziirét,

ami a jelbdl levagja a kivant mintavételezési frekvencia felénél
nagyobb frekvenciaja jeleket. (A CD esetében a mintavételezési
frekvencia 44.1 kHz, mert az emberi hallas felsé hatara 20 kHz.)
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2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fiiggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

v

A 2D diszkrét Fourier-transzformacié csoportja G :_Zﬁ x 7T, gy
G ={(xp,¥q)) : PE ZZ_, qc Z;}, ahol x,(j) = &P, 1q(k) = 77kq
(¢ = cos(27/n) + isin(27/n) és 1) = cos(2m/m) + isin(27/m)).
Nyilvan (p. q) — (xp.%q) izomorfizmus G és G kdzott.

Legyen x; . = f(aj/n, bk/m), irjunk (xp,1q) helyett (p, g)-t.
- n—1 m—-1_—jp —
Ekkor a transzformalt X, = > i > ;g ¢ 1 kax; k.,

mert x,(j) = ¢ P és x4(k) = 1 *9. Exponencialis jeloléssel:
ha e® = cos o + i sin v, akkor e #Py—ka = ¢=2millp/n)+(ka/m)]
Inverz: Xjk = (]_/(mn)> Zg;é 227;01 e27ri[(jp/n)+(kq/m)]xp,q-
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Szirsk

Legyen x egy minta, le akarjuk vagni az f frekvencia fol6tti
komponenseket (alulateresztd sziirg, low pass filter).

Legyen x transzformaltja X (mostantdl X,, helyett Xj-t irunk).
Legyen Y, =0 ha k > f és Y, = 0 egyébként.

Az XY (pontonkénti szorzas) sorozatra alkalmazzunk inverz
Fourier-transzformaciét. A kapott z minta megfelels lesz.

Alternativa

A keresett z megkaphato, mint x * y (konvolucié),
ahol y az Y inverz Fourier-transzformaltja.

Kompromisszumot kell kétni a szamitasi igény miatt.
Példaul kinullazni y kis abszolat értéki komponenseit,
vagy kevésbé agressziv vagast alkalmazni Y definiciéjaban.
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Eredeti kép

Ezen a képen fogjuk bemutatni a zajcsokkentési algoritmusokat. )




Zajcsokkentés Algebra3, alkmat 11/11. el8adas 21 / 42

Zajos kép

A képhez normalis eloszlasa (Gaussian) zajt adtunk hozza.
Ezt probaljuk majd eltavolitani kiilonféle médszerekkel. J
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A zajos kép Fourier-transzformaltja

Mivel a transzformalt komplex értékii, két képet latunk.

A jobb oldali kép pontjai a megfelel6 szam szdgét (fazisat),

a masik kép pontjai az abszolut értékét (amplitadojat) abrazoljak.
Utébbiak fel vannak skalazva, mert az értékek olyan kicsik,

hogy szinte az egész kép fekete lenne (fekete = 0, fehér = 1).

Az elrendezés olyan, hogy minél tavolabb vagyunk a kézépponttdl,
annal nagyobb frekvencidkhoz tartozé értékeket latunk. Kozépen
fényesebb a kép, igy a kis frekvenciak értékei a nagyobbak.
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A nagy frekvencidk levagasa

A bal oldali képen kinullaztuk a nagyobb frekvencidhoz tartozé
értékeket, majd visszatranszformaltunk. A zaj eltiint, de a kép
életlenné valt, és az élekkel parhuzamos vonalak jelentek meg.
Utébbi az tgynevezett Gibbs-jelenség. Oka a kdvetkezé.

A transzformaltat egy olyan fiiggvénnyel szoroztuk, amely a
kozéps6 koron beliil 1, masutt nulla. Ha ezt visszatranszformaljuk,
akkor nagy amplitadéja rezgések szerepelnek benne, és ezzel a
fliggvénnyel kell konvolaciét képezni.
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Ovatosabb vagas

Itt nagyobb atmérgji kérrel vagtuk le az amplitadékat abrazols
képet. Még jobb eredményt kaphatunk kevésbé durva atmenettel. J
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Gaussian blur

A miivelet egy kétdimenziés Gauss-gorbével val6 konvolicio.
A Gibbs-féle vonalak eltiintek, de a kép még mindig lagy. J
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Wavelet-felbontas

Most iigyesebb bazist valasztunk, mint amit eddig hasznaltunk.
Ennek segitségével a képet rétegekre tudjuk bontani.

Minden réteg egyre nagyobb léptékii alakzatokat valaszt ki.
Mivel a zaj tipikusan kis léptékii, lehetséges a zajcsokkentés agy,
hogy a kis léptéki rétegekben agresszivabban filtereziink.
Minden egyes rétegben meg is vizsgalhatjuk a zaj mértékét.
Ehhez a valészintiségszamitasban tanult szoérast kell kiszamitani.

Itt az els6 két réteg lathaté ...
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Wavelet-felbontas

. itt pedig a kdvetkez& harom, majd a kép megmaradé része.
A kép ,élességét” ad6 informaciét a kis léptékii rétegek hordozzak.
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Multiscale Linear Transform

Az imént leirt algoritmust hasznaltuk 5 réteg segitségével.
Két részletet érdemes kinagyitani. J
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A részletek élessége

Bal oldal: Gaussian Blur.

Jobb oldal: MLT.

A MLT t6bb részletet meghagy, és ugyanannyira zavaré a zaj.
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Total Gradient Variation Denoising

Ez egy masik algoritmus eredménye, agressziv paraméterekkel.
www.lightvortexastronomy.com/tutorial-noise-reduction.html
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JPEG tomorités

A tomorités elve

A jelet Fouier-transzformaljuk; kinullazzuk a kis abszolut értékii
szamokat; visszatranszformalunk. Altalanosabban:

az értékkészletet intervallumokra osztjuk, és az egy intervallumba
es6 értékek helyébe ugyanazt a szamot irjuk (kvantalas).

(A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontast hasznal.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakadd) fiiggvény
transzformaltja nem ad ,szép” eredményt.

A képet 8 x 8-as blokkokra vagjuk, ezeken beliil mar ,sima”.
Mivel Z ! -ban mod n szamolunk, az is ,szakadas”,
ha a blokk két szemkdzti szélén nagy a kontraszt eltérése.

Megoldas: Diszkrét Fourier-transzformacié helyett
diszkrét koszinusz transzformacié.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogeé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = yo, 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nullakat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi

z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.

Ez a sorozat mar szimmetrikus a O-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha 7(z) = Z, akkor Z inverz transzformaltja (..., Zz,~1....).
Mivel z; valés, ezért z,—+ = z; a fenti szimmetria miatt.

Vagyis Z = Z, mas széval a transzformalt is valés szamsorozat.
Most G = Zjn, ha e = 2m/(4n) &g Xk(j) = &k, akkor zy = zap_x
miatt ZXk = Zjnol xk(f)zj = 22 0 zj cos (27]k/(4n)) =
=2> " xmcos (mk(m+(1/2))/n).
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A DCT inverze

Irjunk Y helyett k-t: Z, =25 " xm cos (ﬂ'k m+(1/2))/n )
Mivel cos(a + 7) = — cos(a), ezert Ziyon = —Zy.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x; valés): Zy, = Zy.
Ezért Zy, = Zy = —Zp10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

lgy Z = (2o, ..., Z, 1) meghatarozza a tdbbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b, —a,—b, —c,0,c,b (ha n = 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-bél R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacio (DCT). Inverze

= (1/n)[Zp/2 + S =1 Zy cos (mk(j + (1/2))/n)].

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > , - x(g)Zy
képletet hasznaljuk: z,, = (1/(4n)) Zingl ™ Z. Hal< k < n,
akkor 7 egyiitthatgja ek 4 em(4n—k) _ mlkt2n) _ om(4n—(k+2n)) —
=Mk fg=mk _ g2nm(gmk | c—mk) — 4cos (mmk/(2n)) pératlan
m-re, mert 2" = —1. A Z; egyiitthatéja ¢™0 — =27 = 2, O
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A DCT mint bazistranszformacié

Ha az S matrix j-edik soranak k-adik eleme cos (mk(j + (1/2))/n)
(a sorokat és oszlopokat 0-t6l n — 1-ig szamozzuk),

akkor x" — ZT = 25TxT a diszkrét koszinusz transzformacio.
Viszont (1/n)SZ" nem teljesen x”, mert a nulladik koordinatat
mindig felezni kell, azaz S els6 oszlopat megszorozni (1/2)-del.
Szorozzuk meg S els6 oszlopat 1/+/2-vel, az eredmény legyen R.
Ekkor 2R "x-ban Z; helyett Z,/+/2 fog allni.

Ezért (2/n)RRTx" = xT, azaz \/2/nR mar ortogonalis matrix.

A JPEG tomorités lépései:
@ DCT a 8 x 8-as blokkokon.
e Kvantalas (a tomorités lényeges |épése).

o Huffmann-kédolas (veszteségmentes tomdorités).

Progressziv tomorités: elészor csak az alacsonyabb frekvenciaja
komponenseket kiildjiik el. Az atjové kép egyre élesebb lesz.
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Redundans koordinatazas

Ha X7 = S*xT diszkrét Fourier-transzformacié, akkor

Xy az S megfelel6 oszlopaval vett skalaris szorzata x-nek.

Az S oszlopai helyett valasszunk olyan vektorrendszert,

ami generatorrendszer, de nem bazis. Egy-egy ilyen (megfelels
tulajdonsagu) vektorrendszert keretnek (frame) neveziink.

Példa

Vegyiik a harom harmadik egységgyokot a valds sikon. Ekkor
(x1, x2) transzformaltja (1/2)(2x1, —x2 + v/3x2, —x2 — v/3x2).

Elénydk
e Ez egyfajta hibajavit6 kédolas.

@ Tobb informaciét kaphatunk az eredeti jelrél.

Irodalom: short-time (windowed) Fourier-transform, Gabor-frame.
(Gabor Dénes).
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Matrixcsoportok

Legyen G véges, unitér matrixokbdl allé részcsoport GL(d, C)-ben.
Ez matrixszorzassal hat C¢ vektorain. A hatas irreducibilis,

ha G elemeinek nincs kdzos, nemtrivialis invarians altere.

Masképp: G minden palyaja generatorrendszer C?-ben (kivéve {0}).
(Ez kapcsolddik a csoportalgebra matrixgyiiriikre bontasahoz.)

Ekkor G palyai j6 tulajdonsagi kereteket adnak. J

Az iménti példa a k - 120°-o0s forgatasok csoportjabél szarmazik.

HF: llyenkor y; = &/x;, ahol & = cos(27/d) + isin(27/d).

A T és W altal generalt G részcsoport irreducibilis C7-n,

T és W rendje d, tovabba T-'WT = cW és G rendje d°.
A Gabor-keret ennek a skalarmatrixok normalosztéja szerinti
faktorabdl szarmaztathaté.
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Definiciok (csoportok és gyiriik)

Csoportok |

Csoport, gy(rii additiv és multiplikativ csoportja. 7 és 7.
Szimmetrikus és alternalé csoport, diéder- és kvaterniécsoport.
Linearis csoportok: GL(n, T), SL(n, T'), SO(n), unitér csoport.
Elemrend, ciklikus csoport. Homomorfizmus, automorfizmus.
Direkt szorzat, projekcié. Klein-csoport. Cayley-tablazat.
Részcsoport, generalt részcsoport. Mellékosztaly, index.
Permutaciécsoport, fixpont, palya, stabilizator. Csoporthatas.
Normaloszté, faktorcsoport. Egyszerii csoport. Konjugalt osztaly.

Gyiirtk |
A kvaternidk ferdeteste. Generalt részgyiirii, direkt szorzat.

Ideal, balideal, generalt ideal. Egyszeri gy(ri. Faktorgyfird.
Fé&ideal-, euklideszi és alaptételes gyiirii. Karakterisztika, primtest.
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Definiciok (testek és kédok)

Testek |

Testbévités, foka, kozbiils test, generalt résztest, egyszerii bovités.
Algebrai és transzcendens elem, minimalpolinom, elem foka.

Véges, algebrai és normalis bévités. Felbontasi test.

Algebrai zartsag. Primitiv polinom véges test folott.

Algebra test folott. Algebra elemének minimalpolinomja.

Kédelmélet

Hibajelzés és -javitds. Hamming-tavolsag. Perfekt kod.
Linearis és polinomkéd. Reed-Solomon, BCH- és ciklikus kod.
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Bizonyitasok a vizsga harmadik részében 1 (kotelezo)

Ciklikus csoport részcsoportjai és elemrendjei (4.3.24, 26 és 27).
A mellékosztalyok diszjunktak (4.4.13).

Csoportok csak két részcsoporttal (4.4.23).

A palya-stabilizator tétel (4.5.3 és 4.5.8).

A Burnside-lemma (4.5.30).

A faktorcsoport szorzasanak joldefinialtsaga (4.7).
Elemrend a faktorcsoportban (4.7.20).

Sziikséges feltétel primitiv gyok létezésére (4.9.10).

A direkt szorzat belsé jellemzése (4.8.25, 4.9.12).

p exponensii nemkommutativ csoport (4.11.12).

Véges nullosztémentes gyiiri test (5.3.5).

Minden eukideszi gyiir(i f6idealgyiird (5.5.3).
Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiiri test (5.3.9).
Polinomgydirii faktora mikor test (5.2.9).

Egyszerii testbévités konstrukcidja (6.4.3).
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Bizonyitasok a vizsga harmadik részében 2 (kotelezo)

Gydirl karakterisztikaja prim vagy 0 (5.8.2).

Primtest jellemzése (5.8.7).

A Frobenius-endomorfizmus (5.8.4).

Minimalpolinom felismerése nullosztémentes algebraban (5.10.12).
Egyszerii testbdvités szerkezete (6.1.16).

A bévitések fokanak szorzastétele (6.2.3).

Az algebrai szamok testet alkotnak (6.2.12).

Az algebrai szamok teste algebrailag zart (6.2.13).

A felbontasi test normalis bévités (6.3.4).

Véges test elemszama primhatvany (6.7.2).

Véges test multiplikativ csoportja ciklikus (4.3.22).

Véges test konstrukcidja és egyértelmiisége (6.7.5).

Véges test résztestei (6.7.8).

Irreducibilis polinomok létezése véges test folott (6.7.9 és 10).
Polinomkéd minimalis tavolsaganak becslése (9.3.3).
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A tobbi tétel (csoportok)

Elemrend és paritas leolvasasa a ciklusfelbontasbél. Permutacié
konjugaltjanak képlete. A diédercsoport szamolasi szabalyai.
Elemrend és j6 kitevs, a hatvany rendjének képlete.

Lagrange tétele részcsoportra és elemre. Bal- és jobb index.
Ekvivalencia-relacio, kapcsolat a palyakkal és a mellékosztalyokkal.
Generalt részcsoport elemei Abel-csoportban és altalaban.
Homomorfizmus magja normaloszté, képe részcsoport.
Természetes homomorfizmus, homomorfizmus-tétel.

2 index( részcsoport normaloszté. Jellemzés konjugaltosztalyokkal.
A konjugalas automorfizmus. S, generalhaté két elemmel.
Elemrend direkt szorzatban. A 7, csoport direkt felbontasa.
Primitiv gyok létezésének sziikséges és elégséges feltétele.

A véges Abel-csoportok alaptétele. Cayley tétele.

Kis elemszamu csoportok: 4, 6, 8, p, 2p, p> (p prim).

Egyszer(i csoportok: A(n) (n > 5), SO(3). Feit-Thompson tétel.
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A tobbi tétel (gydrik és testek)

A generalt részgyiirii elemei kommutativ és egységelemes gyiiriiben.
Kvaternié konjugaltja és normaja, az x> = —1 megoldasai.

Fé&ideal és legnagyobb kdzos oszté. Féidealgyiirii alaptételes.

Test idealjai. Balidedlmentes gyiiriik. Wedderburn tétele.

Egyszerii transzcendens bévités elemei. e, T, 2V3 transzcendens.
Nulla karakterisztikaban minden véges bdvités egyszerii.

Elem foka osztéja a bévités fokanak. Osszeg és szorzat foka.
Algebrailag zart bdvités létezése. A felbontasi test egyértelmiisége.
A geometriai szerkeszthetéség jellemzése (6.8.15).

A t0bbszords gyokok és a derivalt kapcsolata. Frobenius tétele.

A t-hibajelzés és- hibajavitas jellemzése Hamming-tavolsaggal.
Hamming- és Singleton-korlat. Paritasellenérzé matrix (9.2.7).
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