1. Véges testek

Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvdny.

Bizonyitas

Legyen T karakterisztikdja p, primteste P, és |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmiien irhatok A1b; + ...+ A\,b, alakban, ahol by, ...,b,
bazis T-ben P folott, és A1,..., A, € P. Mindegyik \; skalar | P| = p-féle lehet,
igy |T| = p". O

Megjegyzés
A XNby 4. 4 Apby = (A1, .-, M) megfeleltetés nyilvan dsszegtarts. Ezért T
additiv csoportja izomorf a Z;f X ... X Z; n-tényezGs direkt szorzattal.

Véges test multiplikativ csoportja

4.3.22. Tétel
Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen T elemszama k + 1, azaz |[T*| = |T — {0}| = k. Az 2¢ — 1 polinomnak
legfeljebb d gytke van T-ben. Igy ha g € T* rendje d, akkor e gyokok éppen
g hatvanyai. Specidlisan minden d rendi elem g-nek hatvanya! A (g) ciklikus
részcsoportban ¢(d) darab d rendd elem van. Vagyis a d rendd elemek szama
T*-ben ¢(d) vagy 0. Ha d t k, akkor nincs d rendii elem Lagrange tétele miatt.
Az 2F -1 = [14x ®a(z)-ben a fokokat véve 3, ¢(d) = k. Ez csak agy lehet,
ha minden d | k-ra van d rendd elem! Specidlisan van k rendd elem, azaz T

ciklikus. O

Véges test egyértelmiisége

6.7.5. Tétel
Minden ¢ = p* primhatvanyra izomorfia erejéig legfeljebb egy darab ¢ elemii
test létezik.

Bizonyitas

Legyen K egy ¢ elemi test, primteste P=7Z,. Nyilvan K* elemszama ¢ — 1.
Lagrange tétele miatt igy g # 0 esetén g9~! = 1. Ezért K minden eleme gyoke
x? — x € P[z]-nek. Mivel K 0Osszes eleme generalja K-t, ezért K az 27 — x
felbontasi teste P folott. A felbontési test egyértelmd (6.4.9. Kovetkezmény),
és igy barmely két ¢ elemi test izomorf. O

Megjegyzés: ¢ = p esetén a kis Fermat-tételt kaptuk: 2P = x (p).



Tobbszoros gyokok és a derivalt

3.6.1. Definicio
Ha R szokésos gytrd, akkor f(z) =ag+ ...+ ana™ € R[z] (formalis) derivdltja
f'(x) = a; + 2a22 + ... + na,a™ L.

HEF': Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas
Ha f € R[z]-nek b € R legalabb k-szoros gyoke (k > 1), akkor b az f’ derivaltnak
legalabb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitas

f(@) = (z—gla) = f'(@) = (@ — b kg(x) + (@ — b)g'(2)]
Megjegyezziik, hogy ha b pontosan k-szoros gyoke f-nek, akkor pontosan k — 1-
szeres gyoke f’-nek, kivéve ha kg(b) = 0. O

Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel
Minden ¢ = pF primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan egy darab ¢ elemii
test létezik. Jele F,.

Bizonyitas

Legyen K az x? — x felbontési teste Z,, f6l6tt (ez létezik a 6.4.5. Kévetkezmény
miatt). Jelolje L az 2?7 — x gyOkeinek halmazat K-ban. Ez résztest, mert
(a +b)7 = a? + b7 és (ab)? = a?? a K-ban (hiszen x — z? a Frobenius-
endomorfizmus k-adik hatvanya). Az L elemszama ¢, mert x? — x-nek nincs
tobbszoros gyoke. Ha ugyanis lenne, akkor az gyodke lenne a derivaltjanak is.
De 29 — x € Zy[z] derivaltja gz9~! — 1 = —1, hiszen p | ¢. A —1 konstans
polinomnak pedig nincs gyoke K-ban. O

Véges test résztestei

6.7.8. Tétel
Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis. A ¢ = p™ elemt F, testnek
minden k | n esetén egyetlen IF,x-val izomorf részteste van, mas részteste pedig

. P k . . 1 2121 2
nincs. Ez a résztest az xP — x polinom &sszes gyokébdl all.

Bizonyitas

Ha L =F,, akkor L az x9 — x felbontési teste K folott is. A szorzastétel miatt
k=|K:Z,| osztéja n = |F, : Z,|-nek. Lattuk, hogy K eclemei pontosan az
A gyokei. Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.

Megforditva, k | n esetén p*—1 | p"—1 = [F|. Mivel L* ciklikus, 2?1 —1-nek
p* —1 gyoke van L-ben. Ezek a nullaval egyiitt p* elemt résztestet alkotnak. [J



Véges test, mint egyszerd bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre 1étezik Z, folott irreducibilis
n-edfokt f polinom. Minden ilyen f polinomnak F,. a felbontési teste, és
f(@) | 27" — .

Bizonyitas

Mivel F . ciklikus, van p” — 1 rendi a eleme. Ekkor Z,(a) = Fpn, hiszen csak
szorzéssal is minden nem nulla elem generélodik.

Ezért az irreducibilis mq foka |Fpn : Zp | = n.

Ha f € Z,[z] egy n-edfoki, irreducibilis polinom, akkor b&vitsiink ennek egy
gyokevel: K = Z,(f) és |K| = p™. Mivel Z, < K normalis, a K az f felbontasi
teste Z,, folott. A B kozos gyoke f-nek és aP”" — z-nek, igy f(x) | 2P" —x (hiszen
f a § minimalpolinomja Z, f6l6tt). O

A nyolcelemii test példaja

Zy fol6tt 28 — 2 = x(z + 1)(2® + 2 + 1)(2® + 22 + 1). Ezek irreducibilisek Zy
folott, ezért

Az Fg elemei az 28 — x polinom Osszes gydkei. Az egyetlen valodi résztest
a primtest: {0,1}. A 0 és az 1 minimélpolinomja x és z — 1. Harom elem
minimalpolinomja z® + 2 + 1, a masik haromé 23 + 22 + 1. A ¢ : z +— 22
Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}. Ez permutalja 23 + = + 1
és 23 + 22 + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zslz]/(2® +2+1),0=0+ (23 +2+1)és E=1+ (2* + z + 1);
ekkor {O, E} a primtest. A = 2+ (23 +x+1) gycke Ex3+ Ex+ E-nek. A masik
két gyok A2 = 22+ (22 + o+ 1) és A* = 22 + v+ (2® + v+ 1). A maradék
harom elem Ex> + Ex? + E-nek lesz gytke, ezek A+ E, A2+ E, A2+ A+ E.

Primitiv polinomok

6.7.11. Definicio

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[xz] primitiv polinom, ha mindegyik
gyoke generalja a felbontési testének multiplikativ csoportjat.

(NEM azonos fogalom a Z[z]-beli primitiv polinommall!)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fyg, elemei 2'¢ — x gydkei. |K : Zy| = 4, az egyetlen
valodi résztest Fy, ez ot — x gyokeibél all. Ezért a harmadrendt elemek kozds
minimalpolinomja z?+xz+1. Ha g ¢ Fy, akkor Zs(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha ¢ 6tédrendd, akkor 2° — 1-nek is gydke,
igy minimalpolinomja z* 4+ 2% 4+ 22 + 2 + 1, melynek t5bbi gydke ¢2, g* és g8.

A masik két negyedfoku irreducibilis gyokei a 15 rendd elemek,
ezek primitiv polinomok: z* + z + 1 és z* + 2 + 1.



2. Algebrak test folott

Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié
A algebra a T test folott, ha egyszerre gytrd, vektortér T' f6l6tt,
és A(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € A és A € T esetén.

Legyen R egységelemes gytri, T részteste R-nek, és 1 = 1. Az R akkor
algebra T folott, ha Ar = rA (VA € T, Vr € R). (A T egy elemével, mint
skalarral valo szorzéas az R-beli szorzas.)

Peéldak
e A Txy,...,x,] polinomgytrd a T test folott.
e Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.
o A T test folotti n X n-es matrixok.
o A T test folotti V' vektortér linearis transzformacioi.

o A kvaterniok ferdeteste R f6lott.

Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio
Ha A algebra a T test f6lott, f(z) = ap + a1z + ... + apa™ € Tlx] és b € A,
akkor f(b) = agla +a1b+ ...+ apb™ (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) 4 g(a) = (f + g)(a) &s (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[z] jo polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek egy I idealt alkotnak,
ami az f — f(b) homomorfizmus magja. Ha I = {0}, akkor b transzcendens,
kiilénben algebrai. Ekkor I normélt generatoreleme a b € A minimdlpolinomja,
jele my,.

Az my, létezik, mert T'[x] euklideszi, és igy f6idealgytird. Nyilvan
f(b) =0 < my | f, vagyis a jo polinomok a miniméalpolinom t&bbszordsei.

A minimalpolinom irreducibilitasa

5.10.9. Allitas
Véges dimenziés algebra minden eleme algebrai.

Valéban: ha dimyp(A) = n, akkor 1,b,...,b" mar Osszefiigg:
Aol 4+ Ab+ ...+ A0" =0. Legyen f(z) = Ao+ Mz + ... + A2”,
ekkor f nem 0, és b gyoke f-nek. O



5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztomentes algebra és b € A algebrai elem. Ekkor b minimalpo-
linomja irreduciblis T" f516tt.

Ha f € T[z] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valoban: ha my = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy g(b) = 0 (igy
my | g miatt h egység), vagy h(b) =0 és g egység.

Megforditva: ha f(b) = 0, akkor my, | f, de mindkett irreducibilis és normalt,
ezért egyenldk. O

3. A szamfogalom lezarasa

Frobenius tétele

5.11.6. Tétel, NB

Ha A véges dimenzids, nullosztomentes, nem nulla algebra R {6l6tt, akkor A vagy
a valos szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel, vagy a kvaterniok ferdetestével
izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a nullosztémentességet és
az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

e Ha nem R 6l6tt vagyunk: Q véges bdévitései mind nullosztémentesek és
véges dimenziosak (pl. Q( V/2)).

e R[z] nullosztomentes, R f6lotti, de nem véges dimenzios. S6t, R egyszert
transzcendens bévitése még test is.

o R3*3 véges dimenzios, R f6lotti, de nem nullosztomentes.

A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak mar lehet t6bb
gyoke, mint a foka (a nullosztoémentesség ellenére)!

Magyarazat: 22 + 1 = (z +1i)(z — i) a ,,gyoktényezds alak”. Ide j € K-t helyet-
tesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
(G+i)F—i)=j2+ij —ji—i® =ij — ji =2k # 0.

Az a gond, hogy i és j nem felcserélheték. Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K
nullosztémentes.

5.11.5. Kovetkezmény

Az 22 + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van. Ezek pon-
tosan azok, amelyek valos része nulla és normaja 1, vagyis a qi + rj + sk alaki
kvaterniok, ahol ¢? + r? + 52 = 1.

Valoban, ha N(z) =1 ész = —z, akkor 22 = —22 = —N(2) = —1.
Megforditva: ha 22 = —1, akkor 1 = N(22) = N(2)?, igy N(z) = 1. Ezért
1 =2z = —22 Innen z # 0 miatt z = —2. O



4. A kvaterniok alkalmazasai

Kvaterniok és térvektorok

Tiszta kvaternio: v = xi + yj + zk (valos része nulla). Azonositsuk ezzel az
(z,y,2)T € R® vektort. Legyen z = r 4+ v (r € R).

e Ha N(z) =1, akkor 27! = 7. Ha z tiszta is, akkor 271 = —2z.

e Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor vw = v x w — (v, w) (vektorialis, illetve

skaléris szorzat), mert i? = j2 = k% = —1, tovabba ij =i x j, ji = j x i,
jk = j x k, stb.

e Igy ha v 1L w, akkor vw = v x w = —w X v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és whaw=wvlrv+wvlrw=r—v=2

Balrol zw-vel szorozva zwz = 2%w.
e Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = 2%w.
Specialisan ha z = cos @ + vsin o, ahol N(v) = 1, akkor
v? = —1 (mert v tiszta), 22 = cos(2a) + vsin(2a), és gy
2wz~1 = cos(2a)w + sin(2a)vw = cos(2a)w + sin(2a) (v x w).
Ha N(w) is 1, akkor v, w és v x w ONB a térben. O

Kvaternidk és forgatasok

Tétel

A térbeli, origon atmend egyenesek koriili forgatasok a(z 1 norméaju) kvaterni-
okkal valo konjugalésok. Pontosabban:

ha v egységvektor, akkor a z = cosa + vsina-val valé6 konjugalas 2a szogi
forgatas a v iranyu egyenes koril.

Bizonyitas

Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk fol a z-vel valéo konjugélas
mAtrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan zvz~! = v (hiszen zv = vz2),
és az iménti képletek alapjan

2wz~1 = cos(2a)w + sin(2a) (vw). A kettét dsszeszorozva

z(vw)z7! = (2v271) (zwz1) = cos(2a) (vw) + sin(2a)v(vw),

ahol v(vw) = v2w = —w (méar lattuk, hogy v? = —1).

Ezért a megfelels forgatas matrixat kapjuk. O

Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:

1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)



Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-mdtriz):

r? 422 —y? — 22 —2rz + 2zxy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r? — 2% 4 y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz r? — 2% —y? 4 22

Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.

Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigacio, aerodinamika, molekularis dinamika, réntgenkristallografia.
Szamelméleti alkalmazasok.

5. Csoportelméleti vonatkozasok

A kvaternidk mint transzforméaciok
A kvaternok vektortér C folott (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C {6lott, mert i(j1) # j(il).

Legyen A, a z € K-val valo jobbszorzas K-n: A,(x) = zz. Ez Osszegtarto.
Skalarszorostarto is az asszociativitas miatt: A,(A\x) = (Az)z = A(xz) = A, (x)
(ahol A € C és z € K). Tovabba A, .,(x) = x(2122) = (z21)22 = A, A, (x).
Azaz a1 : z — A, leképezésre 1)(z122) = ¥(22)9(21).

Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen ¢(z) = As.

Erre 9(z122) = ¥(21)¢(22), hiszen Z122 = 23 Z1.

Tovabba ¥ (z1 + 2z2) = ¥(z1) + ¥(22), azaz ¢ gylrtthomomorfizmus.

Végiil ¢ injektiv: ha ¢(z) = 0, akkor 0 = ¢(z)(1) = 1z, igy z = 0.

Tehat a K gytirtd izomorf Hom(C?) egy részgyftirtjével.

Ha z = p+ qi + rj + sk, akkor ¥(z) matrixa az (1, j) béazisban <_Uw 15) ahol
v=p+qi és w =1+ si (igy vezettiik be K-t).

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v,w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan 1 determinansi,
unitér transzforméacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~1C, ekkor D(v) = v.
Ha u egy v-re meréleges egységvektor, akkor D(u) L D(v) = v, és igy D(u) || u.
A (v, u) bazisban det(D)-t felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.
Legyen by = v/||v]|, 1 = w/|wl|, és (b1,b2), (c1,c2) ONB.

Elsirhatosagi tétel: van B, melyre B(b1) = ¢ és B(by) = eca.

Alkalmas |e| = 1-re B unitér, 1 determinansa és B(v) = w. O
Jelolje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemi, 1 determinanst unitér matrixok cso-

portjat a szorzasra (4.1.26. Definicio).
Elnevezés: SU(2) requldrisan hat az egységvektorok halmazan.




Az egységkvaternidk csoportja

Tétel
Az 1 norméju kvaterniok multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas
Ha 2z € K, akkor lattuk, hogy 1(z) = Az matrixa <_vw f), melynek determi-

nansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.
Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢ (z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik f6l, hogy A unitér, 1 determinénsa K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Az(1).
Ezért az imént bizonyitott allitas miatt A = Az. O

Az SU(2)-t Spin(3) csoportnak nevezik a kvantumfizikdban. Fermionok (pl.
neutron) leirasara hasznaljak.

Miért kétszerezddik a szog?

Tétel
SU(2)/{1, -1} =2SO(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cos a + v sin a, ahol v egységvektor.

Lattuk: F, : w — zwz~! a v irdnyt egyenes koriili 2o sz6gt forgatis.

Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

Algebrai magyarazat: a zwz~! = 22w képlet, ha v L w.

Geometriai magyarazat: a z +— F, homomorfizmus magja kételemt. FEzért
SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsiik az f : a — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v =4. Ha 0 < a < 2,
akkor f(a) végighalad a komplex egységkéron. De ¢(f(c)) kétszer halad kérbe,
méar m-nél az identititas, és ezért kétszeres ,sebességgel” halad.




