1. Testbovitések fokanak szorzastétele

A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kévetkezmény)
Ha K < L < M testbévitések, akkor K < M pontosan akkor véges bévités, ha
K < L és L < M mindketten végesek. Ilyenkor |M : K|=|M : L|-|L: K|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=0Q, L=QW2), M=/(QW2)\3).

1,v/2 bézis L-ben K f6létt (mert v/2 ¢ Q).

1,+/3 bazis M-ben L folott (mert v/3 ¢ Q(v/2): HF).

Lattuk: az M = (Q(v'2))(v/3) altalénos eleme felirhato
a+’y\/§:a+b\/§+0\/§+d\/6alakban, ahol a = a—i—b\/ﬁés*y: ¢+ dv3.
Ekkor 1,v/2,v/3,v2v3 = v/6 bézis lesz az L < M bévitésben.

A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
UL, . .., Uy, bazis M-ben L folott, vy,...,v, bazis L-ben K {olott.
Elég belatni: az nm darab viu; szorzat bdzis M-ben K folitt.

M elemei ajuy + ... + apu,, alakaak, ahol aq,...,a,, € L.
Mindegyik a; = a;1v1 + ... + @i ¥y, ahol a;; € K.
Behelyettesitve ) a;;v;u; adodik, igy v,u; generdtorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > a;jv;u; = 0.

Legyen «; = a;1v1 + . .. 4 ajnv,. Ekkor aquy + ... + apu, = 0.

Mivel uq, ..., u,, fliggetlen L f6l6tt, mindegyik «; = 0.

Mivel vy, ..., v, figgetlen K f6l6tt, a;; = 0 minden 7, j-re.

Ezért vyu; tényleg fliggetlen rendszer. O

A szorzastétel els6é kévetkezménye

6.2.4. Allitas
Elem foka osztdja a bévités fokanak. Pontosabban: Ha K < L véges bvités és
a € L, akkor « algebrai K folott, és gry(«) osztoja |L : K|-nak.

Bizonyitas

Mivel a € L, a generalt résztest definicidja miatt K(«) C L. Véges dimenzids

vektortér altere is véges dimenzios, ezért |K(a) : K| véges. Igy a algebrai

K folott, és gri(a) = |K(a) : K|. A szorzastételt alkalmazzuk a
K<K(a)<L

testlancra. Azt kapjuk, hogy |L : K| = |L : K(a)| - grg(a). Ezért gry(a)

osztoja |L : K|-nak. O



Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q( S ) folott.

27 — 6 a Schénemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q 516tt, és ezért ez a /6
minimalpolinomja Q folott. Igy gry(v/6) = 7. Hasonléan gro(V/7) = 6 és
|Q(VT): Q| =6.

Legyen m(z) a v/6 minimalpolinomja Q(V/7) folott. Mivel 27 — 6 € Q(V/7)[z]-
nek gydke v/6, ezért m(x) | 27 — 6. Legyen k = gr(m) a v/6 foka Q(v/7) folstt,
ekkor k < 7.

Q < Q(Y7) < Q(Y7)(V/6) miatt |Q(Y/7, V/6) : Q| = 6k. De /6 € Q(V/7, V/6)
miatt 7 osztoja | Q(¥/7, v/6) : Q|-nak. Ezért 7 | 6k, ahonnan (7,6) = 1 miatt
7| k. Igy k =7, és az is kijott, hogy 27 — 7 = m(x), vagyis 27 — 6 irreducibilis
Q(Y7) folitt.

2. Az algebrai szamok teste

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)

Legyen K < L testbévités, a € L. Ekkor gry(a) = |K(a) : K| akkor és csak
akkor véges, ha a algebrai K folott. A K < L wvéges bovités, ha |L : K| véges.
Ekkor L minden eleme algebrai K folott. A K < L algebrai bévités, ha L minden
eleme algebrai K folott. Tehat minden véges bovités algebrai.

6.2.12. Tétel

Az L-nek a K f6lott algebrai elemei résztestet alkotnak.

Specialisan az algebrai szamok A halmaza résztest C-ben. Ez tehat az algebrai
szamok teste. A Q < A bgvités algebrai (nyilvan), de nem véges (HF).

Fok b&vebb test f6l6tt

6.2.5. Allitas

Algebrai elem k-adik gyoke is algebrai.

Legyen K < L, a € L és 0 # s(x) € K[z], melyre s(a) = 0. Ekkor ¥« gydke
az s(x*) € K[r] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma
Elem foka nagyobb test f6lott nem néhet. Vagyis K < L < M, a € M esetén

grr(a) < grg(a).

Ha s(z), illetve t(z) az o minimalpolinomja K, illetve L £516tt, akkor s € L[z]
és s(a) = 0 miatt ¢t | s. Igy gry (o) = gr(t) < gr(s) = grg(a). O



Osszeg és szorzat foka

6.2.10. Kévetkezmény
Legyen K < L testbdvités, o, 8 € L algebrai K f6lott. Ekkor a+ 3, afS és 8 # 0
esetén o/ is algebrai K {616tt, és fokuk legfeljebb gr . (a)grx (5).

Bizonyitas

K < K(a) < K(a)(B) testlanc. A szorzastétel miatt
[ K () (B) : K| = gri (@)grge(a)(B)-

Lattuk, hogy K < K(«) miatt gry(,(8) < grg(8).
Ezert |K(a)(B) : K| < grr(a)grg(B).

De a £ f,a8,a/p € K(a)(8), igy fokuk < gry(a)grg(8). O
Igy peldaul \7/ 3— V23 - \4/ 5+i\/7+ V/3 is algebrai szam. Foka legfeljebb
7-5-4-2-2.6.

Algebrailag zart testek

Emlékeztets (2.5.3. Definicid)
Egy T test algebrailag zdrt, ha minden nem konstans polinom gyoktényez&kre
bomlik T f616tt.

2.5.4, 2.5.18, 6.2.20, HF
Tudjuk analizisbél, hogy C algebrailag zart. Sem a Q véges bévitései, sem a
véges testek nem algebrailag zartak.

6.4.6, NB
Minden testnek van algebrailag zart bévitése.

Ezért minden polinomnak szamolhatunk formalisan a gyokeivel! Ez az algebra-
ilag zart bovités analizis nélkiil is megkonstrualhato. Halmazelméleti (transzfi-
nit) modszereket igényel.

A algebrailag zart

6.2.13. Tétel
Az algebrai szamok A teste algebrailag zdrt.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1 + ... + apz® € Afz] és a € C gydke
f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szdm. Mivel a; algebrai Q folétt, algebrai
minden b&vebb test folott is. Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik
lépésben véges bovitést kapunk. Igy |Q(ag,. .., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(ao, - .., ar)[x], ezért o algebrai Q(ag, ..., ax) f6l6tt.

Tehat |Q(ag,...,ar)(a) : Q| is véges. Belattuk, hogy a eleme Q egy véges
bévitésének, igy algebrai szam. Tehat minden f € A[x] komplex gyodkei algebrai
szamok. Mivel C algebrailag zart, f gyoktényezskre bomlik C f616tt. De minden
gyoke A-beli, és igy A {olott is. O
A bizonyitasban kihaszndltuk, hogy C algebrailag zdrt!



3. Normalis bévités

Felbontasi test

Ismétlés

Legyen K test és f € Klx] irreducibilis polinom. Ekkor van olyan L O K test,
melyben f-nek van egy « gyoke. Az L-et a Klx]/(f) faktorgytrtiként kaptuk
meg, ekkor L = K («).

a az ¢ + (f) mellékosztaly, és k € K-t azonositottuk k + (f)-fel.

Szeretnénk f ,Osszes” gyokével béviteni. Ez értelmetlen: példaul 22 + 1 gyokei
nemcsak +i, hanem sok matrix is. Ezért az ,,0sszes” gyok helyett gyoktényezss
alakrol beszéliink.

6.3.2. Definicio

Legyen K < L testbovités, ahol L tartalmazza 0 # f € K|x] dsszes gyokeét:
fl@)=clx—a1)...(x — ), ahol a; € L és c € K.

Ekkor K(aq,...,ay) az f polinom felbontdsi teste K folott.

Felbontasi test létezése

6.4.5. K6vetkezmény
Minden nem nulla polinomnak van felbontasi teste.

Ha az alaptest C-nek részteste, akkor ez nyilvanvalo: bdévithetiink a polinom
Osszes komplex gyokével.

Bizonyitas

Ha 0 # f € K]z], akkor van olyan K < L; bdvités, melyben f-nek van egy
o gyoke. Legyen f(x) = (z — a1)g(x), ahol g € Li[z]. Van L; C Ly bévités,
melyben g-nek van gyoke. Legfeljebb gr(f) lépésben egy olyan K < L bdvitést
kapunk, amelyben f méar gyoktényezékre bomlik. Ebben az f gyokei és a K
altal generalt résztest megfeleld lesz. O

Ha ezt végtelen sok 1épésben (azaz transzfinit moédon) elvégezziik sorban minden
polinomra, akkor algebrailag zart testet kapunk.

A felbontasi test meglepd tulajdonsaga

6.3.4. Tétel
Ha K < L egy f € KJz] felbontési teste L folott, akkor barmely g € K|x]
irreducibilis polinom vagy gyoktényezskre bomlik L f616tt, vagy egyaltalan nincs
gyoke L-ben.

Bizonyitas

Legyen f(z) = c(z —a1)...(x — ap) és L = K(ay,...,a,). Ekkor L elemei
p(ai,...,a,) alaktak, ahol p € Klzy,...,z,]. Legyen 8 € L gydke g-nek,
B = plag,...,ay). Belatjuk, hogy g Osszes gyokét megkaphatjuk ugy, hogy
p-be aq,...,a,-et alkalmas sorrendben irjuk be. Ha o € S, akkor legyen
Qo = P(As(1)s -+ Ag(ny) €8 M(T) = [[,cq, (T — ). Az Algebral-ben tanult



(de nem bizonyitott) szimmetrikus polinomok alaptétele (2.7.3. Tétel) miatt
h € K|z].

A bizonyitas folytatasa

A gyokdk és egyiitthatok Osszefiiggése miatt h minden egyiitthatoja aq, ..., a,
szimmetrikus polinomja, és ezért az elemi szimmetrikus polinomokkal, azaz f
egylitthatoival kifejezhets (a részletesebb magyarazatot lasd a konyvben). Mivel
g irreducibilis, 8 minimélpolinomja g (normalva). De h(8) = 0 (legyen o az
identités), és ezért g | h. Mivel h gyoktényeztkre bomlik L {6l6tt, ezért g is. O

6.3.5. Definicié
A K < L algebrai bévités normdlis, ha barmely g € K|xz] irreducibilis polinom
vagy gyOktényezokre bomlik L folott, vagy egyaltalan nincs gydke L-ben.

Igy minden nem nulla polinom felbontasi teste normalis bévitést eredményez.

Példak normalis és nem normalis bévitésre

6.3.15. Feladat
Minden masodfoka bévités normalis.

Valoban, ha |L : K| = 2, akkor legyen a € L, o ¢ K. Ha my(x) = 22 + az + b,
akkor m, masik gyoke —a — a € L. Ezért L az m, felbontasi teste.

Q< Q( \%) nem normaélis, mert > — 2-nek egy gyoke van benne.

6.3.7. Feladat
Ha K < L véges és normaélis, akkor egy polinom felbontasi teste.

Utmutatas: Ha o € L, akkor m,, 6sszes gyoke L-ben van. Bévitsiik ezekkel K-t.
Ha ez még nem L, akkor ismételjiik az eljarast. A kapott polinomok szorzatanak
L felbontasi teste lesz.

A felbontasi test egyértelmii

6.4.9. K6évetkezmény
Ha f € KJz], és f-nek K < L és K < N is felbontasi teste, akkor L = N, s&t
van kozottiik olyan izomorfizmus is, ami K elemeit fixen hagyja.

Az alabbi allitas az indukcio alapja, részletek a jegyzetben.

Tétel (v6. 6.4.10. Kovetkezmény)

Legyen f € K|[x] irreducibilis, K < L és K < N testbovitések. Tegyiik fol,
hogy o € L, illetve 8 € N gyokei f-nek. Ekkor van olyan ¢ : K(a) — K(f)
izomorfizmus, melyre (o) = f és (k) = k minden k € K esetén.

Valoban, K ()= K[z]/(f) = K(8). A két izomorfizmus egymasutanja megfele-
16, hiszen a =z + (f) —» B és k= k+ (f) — k.



4. Geometriai szerkeszthetSség

Szerkeszthetetlenség csak vonalzoval

6.8.1. Allitas
Kockas papiron csak vonalzoval nem tudjuk megszerkeszteni az egyik kis négy-
zetoldalra tamaszkodé szabalyos haromszog harmadik csicsat.

Kiindul6é adatok
A négyzetracs csicspontjai.

Megengedett 1épések
(1) Keét adott vagy megszerkesztett ponton at egyenes huzésa.

(2) Két megszerkesztett egyenes metszéspontjanak kijelolése.

Ezt a kétféle lépést véges sokszor szabad alkalmazni. A végén a keresett pontot
kell megkapnunk (2) tipusua lépéssel.

A feladat algebraizalasa

A négyzetracs ad egy természetes koordindtarendszert:. (0,0) és (1,0) egy kis
négyzet két szomszédos cstcsa.

Hivjuk a sik (p,q) pontjat raciondlisnak, ha p,q € Q. Minden egyenest megad-
hatunk egyenlettel:

ax + by + ¢ = 0, ahol a, b, ¢ valés szamok.
Hivjunk egy egyenest raciondlisnak, ha a,b,c € Q-val felirhato.

Az (1) lépésben két racionalis pontbol raciondlis egyenes lesz, a (2) lépésben
két racionalis egyenesbdl racionalis pont lesz, mert mindkétszer lineéris egyen-
letrendszert kell megoldani. Ezért az eljardasban végig minden egyenes és pont
racionalis. Azaz csak raciondlis pont lehet szerkeszthetd. A keresett (1/2,1/3/2)
nem racionalis pont, igy nem szerkeszthetd. O



Az euklideszi szerkesztés algebraizalasa

6.8.3. Lemma, 6.8.15. Tétel, NB

Ha korzét is hasznalhatunk, akkor minden szerkesztési 1épésnél els6 vagy ma-
sodfoku egyenleteket kell megoldanunk (HF). Ezért az alapadatok altal generalt
Ky test minden lépés soran béviilhet egy elem négyzetgyokével. Igy a szer-
kesztés egy Q < Ko < K71 < ... < K, < R testldncot eredményez, ahol K, 1
megkaphat6 KZ(\/g) alakban alkalmas 0 < d € Kj;-re. Specialisan K; < K;11
foka 1 vagy 2 és |K,, : Ko| 2-hatvany. Igy K,, elemei algebraiak K, fol6tt, és fo-
kuk 2-hatvdny. Megforditva, ha a szerkesztendé alakzat adatai benne vannak az
alapadatok &ltal generalt test egy 2-hatvany fokt normdlis bévitésében, akkor
a szerkesztés elvégezhetd.

Oka: Véges 2-csoport feloldhato; részesoportok — kozbiilss testek. A csoport a
bévités ,szimmetriaibol all”: Galois-csoport.
Példaul o + 2z + 2 gydkei nem szerkeszthetSk (6.10.10. Gyakorlat).

Kockakett6zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakettézés, vagy Déloszi Probléma
Szerkesztendd egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata egy adott élhosszusagu
kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthets, mert /2 foka Q f5l5tt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités
Szerkessziink egy megadott sugart korrel egyenld teriiletd négyzetet (illetve en-
nek az oldalat).

Nem szerkeszthets, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szogharmadolds
Szerkessziik meg egy adott szog harmadat.

Nem harmadolhaté mar 60° sem, mert cos 20° foka Q f6l6tt 3, minimélpolinomja
z3 — (3/4)x — (1/8).

Szabalyos sokszbgek szerkeszthetdsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetS szabdlyos n-szdg, ha a p(n) szam 2-hatvany.
Ez akkor és csak akkor igaz, ha n = 2™pyps...p,, ahol m > 0 és a p; szamok
paronként kiilonb6zs Fermat-primek (vagyis 22" 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szamelméleti gondolatmenet.

6.8.10. Allitas

Ha n > 1, akkor grg(cos(27/n)) értéke ¢(n), vagy ¢(n)/2.

A pontos érték a 6.8.24. Feladatban olvashatd. A bizonyités korosztasi polino-
mok segitségével, a Q < Q (cos(2m/n)) < Q(e) vizsgalataval, ahol € primitiv
n-edik egységyok.



