1. Testbo6vitések

A résztestek fontossaga

Adottak a sikon pontok. Azon pontok koordinatéi, amelyek ezekbdl kiindulva
megszerkeszthetdk, résztestet alkotnak R-ben. Példaul a kockakettézés feladata
akkor lenne megoldhat6, ha racionalis koordinataju pontokbdél indulva ebben
benne lenne a {9’/5

Egyenletek gyokjelekkel valé megoldhatosaganak vizsgalataban is testet alkot-
nak az ugynevezett gyokkifejezések. Diofantikus egyenletek vizsgalatakor hasz-
nos a szorzatta bontast C résztesteiben elvégezni, pl. z2 +y? = (z +iy)(z —iy).

A hibajavito kodok elméletében a véges testek jatszanak szerepet.

Ezekben az alkalmazéasokban tipikusan egy test résztesteit kell felderiteni, vagy
olyan kérdésekre adni vélaszt, hogy Y2 felirhato-e racionalis szamokbol kiindul-
va négyzetgyokvonésok segitségével.

Generalt résztest

6.1.5. Definicio

Ha K részteste L-nek, akkor testbdvitésrdl beszéliink.

Ha «,8,... € L, akkor N = K(a,(3,...) a legszikebb olyan részteste L-nek,
amely K-t és az a, 3, ... elemeket tartalmazza.

Vagyis ha T' < L résztest, K CT, a,3,... € T, akkor N C T.

Egyszerd bovités: K < K(«) alkalmas « € L-re.

K(a, B,...) létezik, mint a K-t és a, 3, ... elemeket tartalmazo résztestek met-
szete. Elemei tgy kaphatok, hogy vesszik az «, 3, ... elemek Gsszes, tobbhata-
rozatlant K-beli egyiitthatés polinomjait, majd ezek hanyadosait.

Q(v/2,v/3) elemei a + bv/2 + ¢v/3 + dV/6, ahol a,b,c,d € Q. Osszeadasra, kivo-
nasra, szorzasra zartsag: HF. Reciprokra zartsag: keriilg uton.

Bovités egy szam négyzetgyokével

Gauss-racionalis szamok
Az a + bi alakt szamok (a,b € Q) részgytirtt alkotnak C-ben.
a—bi a —b
- = , 6s , € Q.
a+bi a?+b? a? + b2’ a? + b2

Ez résztest is:



Altalanositas
Legyen u € Q) rogzitett szam. Az a+by/u alakt szamok (ahol a,b € Q) résztestet
alkotnak C-ben. HE: Ez Q(\/u).
Valoban: Osszeadasra, ellentettképzésre zart, 0 € Q(y/u): HE.
Ha a + b\/u,c + dy/u € Q(v/u), akkor
(a + by/u) (e + dy/u) = (ac + bdu) + (ad + be)/u.
Itt ac + bdu € BQ és ac + bc € Q, ezért szorzasra is zart.

b
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Reciprokképzés: P = a2 — b2u

A reciprok Q(y/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Elsfordulhat-e, hogy a? — b*u = 0?

Elsfordulhat! Példaul ha a = 2, b = 1, u = 4. De ekkor sincs baj, mert
a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:

Ha /u € Q, akkor Q(y/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + by/u elGallitas egyértelmi.

Valoban: a+by/u = c+dy/u = a—c = (d—b)y/u. Hab=d, akkor a = c. Ha
nem: \/u = (a—c)/(d—b) € Q lenne. Ezért ha a—by/u = 0, akkor a = b =0, és

a+by/u is nulla lenne. Vagyis az a+by/u szamok mindenképpen testet alkotnak.

Fontos lenne Q(«) elemeit jol kezelhetd, egyértelmi alakban folirni.
Pl Q(%) ={a+ b2+ ¢4 ab,ce Q}; a,b, ¢ egyértelmd.

2. SzAm minimalpolinomja
Matrix minimalpolinomja

Ismétlés
Ha K test, akkor egy M € K™*™ maéatrix mp; minimdlpolinomja a legalacso-
nyabb fokd olyan normalt, Klz]-beli polinom, amelynek M gydke. Minden
f € Klz]-re f(M) =0 <= mys | f. A minimalpolinom egyértelmtien megha-
tarozott.

Bizonyitas

Azok az f € Klz| polinomok, melyeknek M gyoke, idedlt alkotnak K[x]-ben
(HE). Mivel K|x] euklideszi gytrd, ez egy féideal. Az egyetlen normalt gene-
ratoreleme éppen m ;. U

Példa: Ll) ﬂ miniméalpolinomja (z — 1)2.



Szam minimaéalpolinomja test f6lott

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C). Egy a € L elem m,, minimdlpoli-
nomja K folétt a legalacsonyabb foka olyan normalt, K [z]-beli polinom, amely-
nek a gyoke. Minden f € Klz]-re f(a) =0 <= m, | f. A minimalpolinom
egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitas

Azok az f € KJz] polinomok, melyeknek « gyoke, idedlt alkotnak K[z]-ben
(HF). (Ez az ideal az ,« behelyettesitése” homomorfizmus magjal)

Mivel K [z] euklideszi gyfirt, ez egy féideal. Az egyetlen normalt generatoreleme
éppen my,. O

Algebrai és transzcendens elemek

Mi torténik, ha ez az ideal csak a nullapolinombol all?

Matrixoknal ez lehetetlen: belattuk, hogy egy n x n-es matrix mindig gyoke egy
legfeljebb n? fokd nem nulla polinomnak. Sét, a Cayley-Hamilton tétel miatt
M karakterisztikus polinomja (ami n-edfoku) is ebben az idealban van.

6.1.11. Definicié

Az a € L transzcendens K folott, ha a szobanforgd ideél csak a nullapolinombol
all, azaz a nullan kiviil nincs olyan f € KJz], melyre f(a) = 0. Kiilonben f
algebrai K f6l6tt. Transzcendens elemnél nem beszéliink miniméalpolinomrol.
Transzcendens szdm: Q {6lott transzcendens komplex szam.

Transzcendens szamok

Konkrét szamokrol nehéz bizonyitani, hogy transzcendensek.

> e 107 transzcendens (Liouville, 1851).

e transzcendens (Hermite, 1873).

7 transzcendens (Lindemann, 1882), kornégyszogesités.

2V3 transzcendens. Altalaban: o transzcendens, ha

a, ( algebrai, § irracionalis, a # 0,1 (Gelfond-Schneider, 1935).
e + m transzcendens-e, racionélis-e: megoldatlan.

Cantor (1874): a valds szdmok dontd tobbsége transzcendens.

Ugyanis az algebrai szamok megszdmldlhaté halmazt alkotnak (fel lehet Gket
sorolni: g, @9, ..., Qy,...). A megszamlalhato a legkisebb lehetséges végtelen
halmaz”, de a transzcendens szamok halmaza nem megszamlalhato.



A minimalpolinom felismerése

6.1.13. Tétel, 5.10.12. Tétel

Legyen K részteste L-nek és o € L algebrai. Ekkor az m, minimalpolinom
irreduciblis K {olott.

Megforditva, ha f € K[z] normalt, irreducibilis, és o gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha mq(z) = g(x)h(x), akkor g(a)h(a) = mqy(a) = 0. Mivel L nullosztémentes,
innen g(«) = 0 vagy h(a) = 0. Az els6 esetben my, | g, azaz g az m,, egységsze-
rese. Ezért az m, = gh felbontés trivialis. A maésik eset hasonlo.

Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis K 616tt, akkor m, | f
miatt m, nem nulla konstans, vagy f egységszerese. De m,, nem konstans, mert
me(a) = 0. Ezért m, = f, mert mindkett normalt. O

Példak minimalpolinomra
(1) A 24 miniméalpolinomja Q folétt & — 24, mert ez normalt, elssfoku, és igy
irreducibilis Q f6lott.

(2) Az Y2 minimélpolinomja Q félétt 2™ — 2, ez a Schénemann-Eisenstein
miatt irreducibilis Q f6lott.

(3) A /27 minimalpolinomja Q f5l6tt #2 — 27. Ez irreducibilis, mert masod-
foku, és nincs gyoke Q-ban.

(4) A /9 minimélpolinomja Q folétt 2® — 9. Ez irreducibilis, mert harmad-
fokd, és nincs gyoke Q-ban. Ismétlés: racionalis gyokteszt!

(5) Tudjuk, hogy 1+ ¢ negyedik hatvanya —4. A minimalpolinomja mégsem
z* 4+ 4, hanem z? — 2z + 2.

(6) Az n-edik primitiv egységgyckik kozos minimélpolinomja Q folott
a @, (x) (n-edik kérosztdsi polinom).



3. Egyszerii testbovités

Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, a € L algebrai és n = gr(my,).

Ekkor K () elemei egyértelmien folithatok ag +aja+. .. +a,_1a" ! alakban,
ahol ag,1,...,0p—1 € K.

Jelolje T az ag + a1+ ... + an_10™ ! alakd elemek halmazat.

Nyilvin K CT C K(«a) és a € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = bg+biz+...+bgz* € K[x]. Ekkor f(a) = by +bia+...+bga®
az « egy polinomja.

Az a minden polinomja benne van T-ben. Valoban:
ha f € K[z] akkor f(x) = mq(z)q(x)+(ag+. . .+a,_12" ") (maradékos osztés).
Innen f(a) =ag+...+a, 10"t eT.

Igy T az a (K-beli egyiitthatos) polinomjainak halmaza. Ezért T zart Ossze-
adésra, kivonasra és szorzasra is.

Elem normalalakja: bizonyitas

Reciprokképzés:

Legyen g € K(x), g(a) # 0, gr(g) < n — 1. Mivel m,, irreducibilis és n-edfoku,
Mg €s g relativ primek. Ezért van olyan p,q € K|z|, hogy pg + gm, = 1. Innen
x — « helyettesitéssel p(a)g(a) = 1. Igy p(a) € K(a) reciproka g(a)-nak.

Egyértelmiiség:
Tegyiik fel, hogy

ap+ a1+ ...+ an1a™t=by+bia+...+b_1a™ L.
Legyen f(z) = (ag—bo)+ (a1 — b))z +...+ (an_1 —bp_1)z" 1. Ekkor f(a) =0,
és igy meo | f- Mivel f legfeljebb n — l-edfokt, csak a nullapolinom lehet. Igy
a; = b; minden j-re. U

A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust, ami f-hez f(«)-t rendel. Nyil-
van T = Im(y) és (my) = Ker(p) (hiszen T az oo K-beli egyiitthatos polinomja-
inak a halmaza, a miniméalpolinom pedig definicié szerint Ker(yp) generétorele-
me). Igy a homomorfizmus-tétel miatt T2 K[z]/(mq). Mivel m,, irreducibilis,
a gytriiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és a € L transzcendens K {6lott. Ekkor K(«), azaz
L-nek a K-t és a-t tartalmazo legsztikebb részteste az dsszes olyan f(a)/g(«)
tortekbol all, ahol f,g € K[z], g # 0. Ez az el6allitas egyértelmi is a kovetkezd
értelemben: f(a)/g(a) = h(a)/k(a) <= f(x)k(z) = g(x)h(z).



4. Generalt résztest

A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(vD)(v3) < C.

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v/2))(v/3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és v/2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T.
2: Legyen S = Q(v2,V3). Ekkor Q C S és v2,V/3 € S.

-

Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. Igy (Q(v2))(V3) C S. O

6.1.8. Gyakorlat, HF
(1) (K(@)(8) = (o ) = (K(8))(a).
(2) K(a,B) = K(c,a + B).

(3) Ha a # 0, akkor K(a, 8) = K (o, a3).

Q(v/2,v/3) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol o,y € Q(v/2).

Valoban: v/3 gyoke az 22 — 3 € Q(v/2)[z] polinomnak, igy v/3 minimélpolinom-
ja Q(v2) folstt legfeliebb mésodfoki, ezért az ap + a1v3 + ... + an_1v/3"
képletben n < 2. Itt a = a 4+ bv/2 és v = ¢ + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.

Ezért o + V3 = a + bv/2 + eV/3 + dv6. Vagyis Q(v2,v3) = (Q(V2))(V3)

minden eleme ilyen alakt. Mivel ez test, az ilyen alakid elemek reciproka is ilyen
alakd. 0

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb&vités és aq,...,ax € L algebrai K olott, akkor K(aq,...,ak)
elemei p(ayq, . .., a) alaktak, ahol p € Klx1,...,x,], igy osztdsra nincs szikség.



5. Testbovités foka

A testbévités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testbdvités, akkor L wvektortér K folott. Az Osszeadas az L-beli
Osszeadés, az L elemeinek a K elemeivel, mint skalarokkal szorzésa az L-beli
szorzas. E vektortér dimenzioja a testbovités foka, jele |L : K.

6.1.20. K6vetkezmény
Ha a € L algebrai K 616tt, akkor |K(«) : K| = gr(my).

Bizonyitas

K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ... + a,_1a" ! alakban irhatok, ahol
ag,a1,...,an_1 € K ésn = gr(mgy). Ezért 1,a,...,a""! bazis L-ben K folott,
elemszama n. O

Véges bévités

6.1.18. Definicio

Legyen K részteste L-nek, a € L algebrai és n = gr(my,).
Ekkor az n szam az « foka K {olott, jele gry (o).

Tehat gry(a) = |K(a) : K.

6.1.20. K6vetkezmény

Ha « € L transzcendens K {6lott, akkor |K (a) : K| végtelen.

Valéban: 1,a, 02, ..., o" fiiggetlen K f5l6tt minden k-ra.

6.1.17. Definicio
K < L véges bévités, ha L véges dimenzios K {6lott.

Tehat K < K(«) akkor és csak akkor véges bévités, ha a algebrai K folott.

Véges bovités egyszeriisége

6.3.8. Tétel, NB
Legyen K < L < C véges testbévités. Ekkor K < L egyszerii, azaz van olyan
vy €L, hogy L =K(y).

Ahelyett, hogy C résztesteirsl van szo, elég foltenni, hogy K karakterisztikija
nulla, vagy hogy K véges (6.3.9-11).

Példa (v6. 6.4.22-27), nem kell tudni

Legyen L az f(z,y)/9(x,y) polinom-hanyadosok teste, ahol f,g € Zy[z,y] és
g # 0 (p prim). Vegyiik az zP,yP elemek altal generalt K résztestet. Ekkor
K < L véges, de nem egyszertii bévités.

Nyilvan K(z,y) = L, és x,y algebrai K folott, hiszen 2P, y? € K, belathato,
hogy |L : K| = p?. A p-edik hatvanyra emelés miivelettarto, ezért ha v € L,
akkor v € K. Igy |K(v) : K| < p.



