1. Egyszeri gytritk

Testek idealjai

5.3.2. Allitas
Egy testnek csak a trivialis idealjai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas

Legyen T test és I ideédlja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € I, akkor 1 = ss~! € I, hiszen I ide4dl. Tehat minden r € T-re
r=1rel Ezért I =T. O

HE': Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.

5.3.1. Definicio
Az R egyszertd gytri, ha pontosan két ideédlja van: 0 és R.

Fépélda (5.3.3): (Ferde)test folotti teljes matrixgytirt egyszert.
8.7.10, 8.7.12: A teljes matrixgytird balidedljainak leirasa.

Kommutativ egyszeri gytrik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmeény)
Minden kommutativ, egységelemes, egyszerd gytiri test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerd gytri és 0 # s € R,

akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), és igy (s) = R.

Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhato, és igy R test. O

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB)

Legyen R gytird, amelynek csak a két trivialis balidealja van.

Ekkor R vagy ferdetest, vagy olyan primelemt gytird, amelyben barmely két
elem szorzata nulla.

Idealok és nullosztok

Emlékeztets (2.2.27. Definicio)
Ha R gyitird, r, s € R egyik sem nulla, de rs = 0, akkor r baloldali, s jobboldali
nulloszta.

5.3.7. Lemma
Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,,r-hez tartoz6” bal nullosztok balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha zr =0 és s € R, akkor pedig (sz)r = s(ar) = s0 = 0. O

Elnevezés: Ez az r elem bal oldali annulldtora. Fontos szerepet jatszik a balide-
adlmentes gytirik leirasdban.



2. Faktorgyfri

Faktorcsoport
Allitas
Minden ideél alkalmas gytirithomomorfizmus magja.

Ismétlés

Legyen G kommutativ csoport a + miveletre. Ha N részcsoport G-ben, akkor
tehat norméaloszt6 is. A G/N faktorcsoport elemei az N szerinti mellékosztalyok
(ezek a g + N halmazok, ahol g befutja G-t).

Az 6sszeadas: (g1 +N)+(92+N) = (91 +92)+N. A G/N csoport egységeleme
az N = 0 + N mellékosztaly, a g + N inverze (—g) + N. Ay :g+— (9 + N)
leképezés a természetes homomorfizmus G-b6l G/N-re. Ennek képe az egész
G/N, magja N.

Faktorgytrd
Allitas
Ha I ideal R-ben, akkor az R*/IT faktorcsoporton értelmezhetd gytirii-szorzas

gy, hogy a természetes homomorfizmus gytrihomomorfizmus legyen. Igy az
R/I faktorgytrit kapjuk.

Bizonyitas (lasd az 5.2. szakasz elején)

Legyen (r1 + I)(ro + I) = r1r9 + I. Be kell latni, hogy joldefinidlt.

Azazhar + T =rj+Tésro+I=rh+1, akkor riro + 1 =rirh+ 1.
m+l=r+] = rn—rielésro+I=rb+] = ro—rhel.

De akkor rirg — i1y = ri(re —rh) +(r1 —ry)ry € I, hiszen ro —74 € I és1m1 € R
miatt r1(re — ) € I, ugyanigy (ry —ri)rh € I.

HF': Igazak erre a szorzasra a gytrtaxiomék (szorzéas asszociativitdsa, mindkét
oldali disztributivitas);

az r — r + I természetes homomorfizmus szorzattarto is. O



Szamolas a faktorgyfiriiben
Allitas
Z/(n)=Z,.

a+(n)=b+n) < a-be(n) < nla—-b < a=>b(n).

Vagyis két szam akkor van ugyanabban a mellékosztalyban, ha n-nel osztva
ugyanazt a maradékot adjak.

Ezért az 6sszes kiilonboz6 mellékosztaly: 0+ (n),1 4 (n),...,n — 1+ (n).
Allitas: A o : k+— k + (n) bijekcio izomorfizmus Z,, — Z /(n).

Szorzattartas: ki *, ko a k1ko maradéka modulo n.

Vagyis (k1 *, ko) = k1 %, ko + (n) = k1ko + (n).

Mésrészt ¢ (k1) (ka) = (k1 + (n)) (k2 + (n)) = kikz + (n).

Azaz p(ky #p, ko) = (k1) (ka). Osszegtartas hasonlo, HE. O

0,1,...,n — 1 egy reprezentdinsrendszer az (n) ideal szerint.

Példa polinomgyfirid faktorara

5.2.6. Allitas
Szémitsuk ki’ az R[z]/(2? + 1) faktorgyfirtit. I:=(22+1).

fHI=g+I < f—gel < 2>°+1|f—g.

Vagyis két polinom akkor van ugyanabban a mellékosztalyban, ha x2 + 1-gyel
osztva ugyanazt a maradékot adjak.

A lehetséges maradékok a legfeljebb elséfokt polinomok. Igy az 6sszes kiilonb6zé
mellékosztaly: (a+bz)+ I (a,b € R).

Példa: Mi lesz x + I négyzete?

(+D)(@+D) =2 +T=-1+(22+1)+1)=-1+1

HE: ((a+bz)+ 1)+ ((c+dz)+ 1) = ((a+c)+ (b+d)z) + 1.

HE: ((a+bz) + 1) ((c+dz) + 1) = ((ac — bd) + (ad + bc)z) + I.

Azaz a + bi — (a + bz) + I izomorfizmus C — R[z]/(2? + 1).

A homomorfizmustétel

5.2.5 Homomorfizmustétel
Ha ¢ : R — S gytrithomomorfizmus, akkor Im(y) = R/ Ker(p).

Bizonyitas: Nyilvan Im(¢)* és Rt/ Ker(p)" izomorf csoportok. Ellenérizni kell,
hogy ez a megfeleltetés szorzattarté is (HF).

Két alkalmazas
(1) R=12Z, S =1Zy, p(k) = k maradéka mod n.
Itt Im(p) = Z,, és Ker(p) = (n), ezért Z /(n) 2 7Z,.
(2) R=R[z], S =C, o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).
Itt Im(¢p) = C és Ker(p) = (22 + 1), ezért Rz]/(2? + 1) = C.

Megjegyzés: Ez csak akkor miikodik, ha C mdr ismert! Ha meg akarjuk konst-
rudlni C-t (vagy mas testeket), akkor érdemes a faktorgytrtt hasznalni.



3. Test, mint faktorgytird

Négyelemi test

5.2.10 Gyakorlat
A Zs[z]/(x? + 2 + 1) faktorgytirti négyelem test.

Az 22 + z + 1-gyel valo osztasi maradék legfeljebb elséfokd.
I=@?+24+1),0=0+1,E=1+I,A=2+I1,B=(x+1)+1.

+/0 E A B * |O E A B
0|0 EF A B o0 O O O
E|E O B A E|O E A B
A|lA B O E A|O A B E
B|B A E O B|O B E A

Példa: AB=(z+I)(z+1+1)=(2>+2)+I=1+1=E,
mert 22 +z =1+ (22 +ax+1)ésa’+ax+1€cl

(azaz 22 + x-nek az 22 + x + 1-gyel valé osztdsi maradéka 1).
Test, mert a tablazat szerint A~' =B, B~'= A4, E~' = E.

A faktorgytird mikor test

5.2.9. Allitas
Ha T test és f € T[x], akkor a T[z]/(f) faktorgytri akkor és csak akkor test,
ha f irreducibilis T {616tt.

Elemi bizonyitas

Ha f = gh nemtrivialis felbontas, akkor (g+(f)) (h+(f)) nulla, vagyis T'[z]/(f)
nem nullosztémentes, és igy nem is test.

Ha f irreducibilis, akkor legyen g € T'[x], ahol g + (f) nem nulla. Azaz f nem
osztdja g-nek, és mivel f irreducibilis, (f,g) = 1. Ezért fp 4+ gg = 1 alkalmas
p,q € T[x] polinomokra. Innen (g—l—(f)) (q—l—(f)) =1—fp+(f) = 14(f), hiszen
/| fp miatt —fp+ (f) nulla. Belattuk tehat, hogy ¢ + (f) inverze g + (f)-nek,
hiszen 1+ (f) a T[z]/(f) faktorgytird egységeleme. O

A faktorgytirid mikor egyszeri

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fol, hogy f irreducibilis, és legyen T" = T[z]/(f). Elég belatni, hogy
R egységelemes, nullosztomentes és egyszert, hiszen tudjuk, hogy minden ilyen
kommutativ gytiri test. Nyilvan 1+ (f) egységelem. Ha (g+ (f)) (h+(f)) nulla
R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh. Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis
eleme prim. Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f), a masodikban
h 4+ (f) lesz a nullelem R-ben. Ha I<R, akkor alljon J azokbdl a g € Tx]
polinomokbol, melyekre g + (f) € I. Ez ideal T'[z]-ben, ezért {sideal: J = (h).
Nyilvan (f) C J, ezért h | f. Mivel (f) irreducibilis, vagy h egység, igy I = R,
vagy az f-nek egységszerese, és I az R nulla idealja. O

(J az I teljes inverz képe a természetes homomorfizmusnal.)



Polinomok ,;nemlétezs”’ gyokei

Példa
A 22 4+ 1-nek nincs gydke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni. Ezért bevezettiik
C-t, az R egy testbdvitését. A bevezetés egy lehetséges modja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(2?+1) izomorf C-vel, és a+ bi-nek az a+bx + (x%+1)
mellékosztaly felel meg. Igy az a + (22 + 1) alakt mellékosztalyok R-rel
izomorf résztestet alkotnak, az i-nek megfelels elem x + (22 + 1).

(2) Definidljuk C-t R[x]/(x? + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.

(3) Azonositsuk a € R-et a + (22 + 1)-gyel, és mutassuk meg, hogy ezek az
elemek R-rel izomorf résztestet alkotnak.

(4) Definidljuk i-t x + (z? + 1)-nek, és lassuk be, hogy ez gyoke a 22 + 1
polinomnak.

Testbovités konstrukcioja

6.4.3. Tétel
Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom, akkor Ilétezik olyan L test,
amelyben K résztest, és amelyben az s polinomnak méar van gyoke.

Bizonyitas

Legyen L = K[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis. A k — k + (s) megfeleltetés
nyilvan mivelettarto és injektiv. Ezért a k+ (s) elemek (k € K) a K-val izomorf
résztestet alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast (az azonositas
preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal). Legyen o = x + (s) € L. Be kell
latni, hogy « gyoke s-nek. Ezzel a bizonyitast be is fejezziik majd.

Gydk a bévitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + k1z + ... + k,2™ € K[z]. Az s-et L[z]-beli polinomnak kép-
zeljiik, hogy a-t helyettesithessiink. Ezért s egyiitthatoi a (k;-vel azonositott)
k;j + (s) elemek. Igy o =z + (s) miatt s(a) =

(o4 () + (b + () (24 (5) v+ (b + (5)) (24 (5))" =
=ko+kix+...+ka"+(s)=s —|— ( ) = (s), vagyis a K[a:]/( ) faktorgydrd
nulleleme. Ezért o tényleg gyoke az s polinomnak. O

A Zs[x] /(2% + 2 + 1) négyelemti testben E =1+ (22 +2+1),0 = (22 +2 +1),
A=z+ (@ +z+1),B=x+1+ (@ +z+1).

Azonositds: O <+ 0, E 1,224 2+1¢ Ez24+Ez+E. Az o = A elem tényleg
gyoke Ez% + Ez + E-nek.



4. Karakterisztika, primtest

Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gytird, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti, hogy r-nek n
példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas” (t6bbszdrds).

5.8.1. Allitas, 5.8.2. Definicio
Tegyiik fol, hogy R nullosztdmentes gytiri. Ekkor vagy

(1) van olyan p € Z primszam, hogy pr = 0 minden r € R-re,
ekkor R karakterisztikdja p, vagy

(2) tetszbleges 0 £ 1 € R és 0 # n € Z esetén nr # 0,
ekkor R karakterisztikdja 0.

Valéjaban R elemeinek rendjeit irjuk le.

Karakterisztika: bizonyitas
Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 # 7 € Rés 0 # n € Z, melyre nr = 0. Az R additiv
csoportban az elemrend jele o(r). Tehat n ,,j6 kitevGje” (jo egylitthatoja) r-nek,
és igy m = o(r) | n. Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms). Mivel
R nullosztomentes és r # 0, innen ms = 0 adodik. Tehat o(s) véges, és osztdja
m = o(r)-nek. Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam. Tegyiik f6l, hogy
m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).
Mivel R nullosztomentes, ar = 0 vagy br = 0. Az els6 esetben m = o(r) | a,
vagyis a | m miatt a = m. A mésodik esetben ugyanigy kapjuk, hogy b = m.
Ezért m tényleg primszam. O

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel
Legyen R kommutativ, p karakterisztikdju gytird, ahol p prim. Ekkor R-ben
tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni:
(r+s)P =145 (r,s € R).
Ezért a ¢(r) = rP leképezés gytirtthomomorfizmus R-bdl R-be.
Neve: Frobenius-endomorfizmus. Ugyanez az allitds érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: énmagéba képz6 homomorfizmus.
1 szorzattartasa nyilvanvald, mert R kommutativ. Az Osszegtartas a binomialis

tételbdl kovetkezik. Elemi szamelmélet: <p) oszthatd p-vel, ha 0 < j < p.
J

A pF-ra emelés ¥ (k tényezds kompozicio). O



Primtest p karakterisztikiban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {0,¢,2e,3e,...,(p — 1)e} Zy-vel izomorf résztest, amely 7" minden
résztestének része (legszikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p. Ezért P részcsoport és m — me
izomorfizmus Z; és Pt kozott.

Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.

Legsztikebb: Legyen K < T résztest. Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja
T*-nek. Ezért T egységeleme, e € K. Igy P C K. O

Primtest 0 karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf résztest, amely T
minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen. Ellendrizni kell,
hogy v : m/n — (me)/(ne) joldefinialt, és izomorfizmus Q és P kozott.
Miivelettarto: nyilvan. Joldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(¢)) = {0}. Ha (me)/(ne) = 0 akkor
me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oo.

Legsztikebb: mint a p karakterisztikidja esetben. O



