1. Részgytri

Részgytrd
A gytirtielmélet alapfogalmait ismerjiikk Algebral-bél.
HF': Ismételjiik at a jegyzetbdl a teljes 2.2 szakaszt.

2.2.25. Definicié
Ha R gytrd, akkor S C R részgyird, ha S gytrid R miveleteire, és résztest, ha
maga is test R miiveleteire nézve.

2.2.26. Feladat (HF)
S pontosan akkor részgytirid, ha nem iires, és zart R Osszeadasara, szorzasara és
kivonasara. Ilyenkor S és R nulleleme megegyezik.

Egy részgytrd egységeleme (ha van is) nem feltétleniil egyenls a gytirt egységele-
mével, de akkor igen, ha R nullosztomentes (2.2.36. Gyakorlat, 2.4.29. Feladat).
Ha T test, akkor az S < T részgytrt akkor résztest, ha minden nem nulla
elemének az T-beli inverzét is tartalmazza.

Generalt részgydrd

Ahogy csoportok esetében, egy R gytri X részhalmaza altal generalt részgytiri-
je az R legsziikebb részgyirtje, ami X-et tartalmazza, ami egyértelmien létezik,
mint az X-et tartalmazo részgytrik metszete (5.1.1. Definici6). Ennek elemeit
altalanos gytrtiben nehéz leirni (mint a csoportok esetében is), a kommutativ
esetben azonban a generatorok egész egyiitthatés polinomjaiboél all.

5.1.2. Allitas (HF)

Ha R kommutativ egységelemes gyird és r1,...,7m, € R, akkor az r1,...,1, €s
az egységelem altal generalt részgytrd a p(ry, ..., r,) alaka kifejezések halmaza,
ahol p befutja Z[z1, ..., z,] elemeit.

Ahogy lineéris algebraban is, egy polinomba val6é behelyettesitéskor a konstans
tagot R egységelemével kell megszorozni. Mindez kapcsolatban all a polinom-
fliggvény fogalméaval is (lasd a 2.4.30. és a 2.6.9. Gyakorlatokat).



2. Ferdetest

A kvaterniok ferdeteste

5.11.1. Gyakorlat (HF)
A C**2 gyiird _zm ;U alaku elemei egy K részgytrit alkotnak. Ennek min-

den nem nulla eleme invertalhat6 (méatrix).

{ 0 0 1 0 1 .
Legyen I = (O —i)’ J = <_1 O)’ K = (z O)' Ha z = p+qi és

w = r+ si, akkor (zw I;) =pE+ql +rJ+sK (itt E az egységmétrix). Keét

ilyet tgy szorozhatunk &ssze, hogy a disztributiv szabaly alapjan kibontjuk a
szorzatot, az F, I, J, K szorzasat elvégezziik ugy, ahogy a kvaterniécsoportban
tanultuk, majd 6sszevonunk. Ezental E, I, J, K helyett rendre 1,1, j, k-t fogunk
frni. A kapott p 4 qi + rj + sk elemek a kvaternidk (p,q,r,s € R).

Kvaternio konjugéaltja és normaja

5.1.2. Definicié, 5.11.3. Gyakorlat

Az a = p + qi +rj + sk kvaterni6 konjugdltja @ = p — qi — rj — sk, normdja
N(z) = 2z = p®> + ¢ + r?> + s%. Tovabba a8 = Ba és N(aB) = N(a)N(B)
minden af € K-ra.

Ha M az a-nak megfelel§ matrix, akkor a-nak M adjungéltja (transzponalt
konjugaltja), azaz M* felel meg.

MM* az egységmatrix det(M )-szerese, azaz (1/\/N(a)>M unitér.

A Gyakorlat utolso két allitasa azért teljestil, mert (M N)* = N*M*

és det(MN) = det(M) det(N).

Tehat ha o # 0, akkor « inverze (1/N(a)>a. Igy K ferdetest.

Mivel ij = k # —k = ji, ezért K nem kommutativ, azaz nem test.

Véges nullosztémentes gytird test

5.3.5. Tétel
Minden véges, nullosztémentes gytird test.

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB)
Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben. Igy elég belatni,
hogy véges nullosztomentes gytird ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztémentes gytiriiben érvényes az egyszerisitési szabdly:

ha ac = be (vagy ca = ¢b), de ¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas: Ha ac = be, akkor (a — b)e = 0. Mivel ¢ # 0, a nullosztomentesség
miatt a — b = 0. U



Véges nullosztomentes gytirtk (bizonyitas)

5.3.4. Lemma
Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R, melyre er = r, akkor
e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszertisitve te = t. Tehat e jobb-
oldali egységelem. Specialisan re = r. Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e
bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztomentes gytiri test)

Legyen R = {ry,...,m,} és0 # r. Ekkor rir, ..., r,r a nullosztomentesség miatt
csupa kiilonb6z6 elem. Mivel R véges, minden elemét megkapjuk. Speciélisan
r = r;r esetén a Lemma miatt e = r; egységelem. Tovabb4 e = r;r esetén r-
nek balinverze r;. Ugyanigy van jobbinverze is. Ezek egyenlSk (Algebral, vagy
2.2.10. Feladat). O

3. Homomorfizmus, ideal

Izomorfizmus és homomorfizmus

Definicio

Legyenek R és S gytirik.

Az R Osszeadasa +g, szorzasa xgr. Az S Osszeadéasa +g, szorzasa *g.

A ¢ : R — S leképezés gytdrithomomorfizmus, ha az Osszeadést és a szorzast is
tartja:

Y(a+grb) =¢(a) +s1(b) minden a,b € R-re,

Y(axg b) =1(a) *s ¥(b) minden a,b € R-re.

Ha 1) kdlcsondsen egyértelmi is, akkor ¢ izomorfizmus.

Peéldak
(1) R=2Z, S =Z,, ¢(k) = k maradéka mod n.
(2) R=R[z], S =C, o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).

(3) A p+ qi alaku kvaterniok C-vel izomorf résztestet alkotnak.

Elemi tulajdonsagok

Lattuk korabban (2.2.44. Feladat)

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus. Ekkor ¢ az egységelemet az egqység-
elembe viszi, és inverz képe a kép inverze lesz (azaz ¢ az inverzképzés miiveletét
is tartja).

Ko6vetkezmény
Ha ¢ : R — S gytriihomomorfizmus, akkor R nullelemét S nullelemébe viszi,
azaz p(0) = 0, tovabba p(—r) = —p(r).



Példa (5.1.20. Gyakorlat)

0 : R = R¥™2 o(r) = (6 8) gyUrtthomomorfizmus, de R egységelemét nem

viszi R?*? egységelemébe.

Homomorfizmus képe és magja

5.1.3, 5.1.4. Definicio
Minden gytrtihomomorfizmus csoporthomomorfizmus is az additiv csoportok
kozott, igy lehet képral és magrol beszélni. Mindketts nyilvan részgytrd.

5.1.5. Tétel

Az R gytrd egy I részhalmaza pontosan akkor magja egy R-en értelmezett
homomorfizmusnak, ha részcsoport R*-ban, és minden a € I és r € R esetén
ar,ra € I.

Legyen ¢ : R — S és I =Ker(p) ={re R : ¢(r)=0}. Haa € I = Ker(p),
akkor ¢p(a) = 0. Ezért p(ra) = o(r)e(a) = ¢(r)0 = 0. Azaz ra € I, és
hasonléan ar € I. A megforditas faktorgydri segitségével késGbb.

Bal- és jobbidealok

5.1.6. Definicio

Egy R gytrd egy I részhalmaza balidedl, ha az Gsszeadasra nézve részcsoport,
ésminden a € I, 7 € R esetén ra € I. Az I jobbidedl, ha részcsoport, és minden
a€l,re Rrearel. Az I (kétoldali) idedl, ha bal- és jobbideal is. Jele: I < R.

Példa

A péros szamok ideélt alkotnak Z-ben. Mert péaros szamok Gsszege is paros, a
nulla is paros, és paros szam ellentettje is paros, azaz részcsoport; tovabba paros
szam minden egész szamszorosa is paros.

Altalaban: Legyen ¢ : Z — Z,, ¢(k) = k maradéka mod n. Ennek magja az
n-nel oszthaté szamokbol 4llo ideal. Jele: (n).

Specialisan (2) = (—2) = az Osszes paros szam.

Generalt ideal

5.1.8. Definici6

Ha X részhalmaza az R gytriinek, akkor R-nek az X-et tartalmazo legsziikebb
idealjat az X altal generdlt idedlnak nevezziik. Hasonldan: generalt bal-, illetve
jobbideal.

Ez egyértelmtien 1étezik, mint az X-et tartalmazo6 idedlok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gytrd és sq,...,s, € R, akkor az s1,...,s, altal generalt
balideal az r1s1 + ... 4+ rp s, alaka elemek halmaza, ahol rq,...,7, befutja R
elemeit. Jele: (s1,...,8p).



A bizonyitas nagyon hasonlé ahhoz, ahogy Abel-csoportok generalt részcsoport-
jainak elemeit frtuk le (4.6.1. Allitds). Ha R kommutativ, akkor a balid4alok
pontosan az idealok, ezért az el6z6 allitas a generdlt idedl elemeit adja meg.

Faoideal
5.1.10. Definicié
Legyen R kommutativ, egységelemes gylrd és s € R rogzitett. Az s altal generélt

ideal, azaz s Osszes tObbszoroseinek halmaza: (s) = {rs : r € R} az s altal
generalt fdidedl.

Példa

R =Rz]. Az (z — 1) az x — 1-gyel oszthaté polinomokbol all.
Ezek azok, melyeknek gyoke az 1 (gyoktényezd kiemelhetd).
Ezért ha ¢ : Rlz] = R, ¢o(f) = f(1) (¢ az 1 behelyettesitése),
akkor Ker(p) = (z — 1).

HFE: Legyen ¢ : Rjz] — C, ¢(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).

Ekkor Ker(p) = (22 +1).

Segitség: ha i gyoke f € R[x]-nek, akkor a konjugaltja, azaz —i is gyoke f-nek
(4.7.7. Gyakorlat).

4. Fdoidealgytirik
Ideéalok az egészek kozott

Ha n rogzitett egész, akkor (n) az n tobbszoroseibdl allo ideal.
Allitas: A Z gytirtiben nincs més ideal.

Bizonyitas

Legyen I nem nulla ideal Z-ben, és n a legkisebb abszoliit értékid nem nulla
eleme. Belatjuk, hogy I = (n).

Nyilvan (n) C I, hiszen I tartalmazza n t6bbszoroseit.

Legyen k € I, ekkor k = ng+r, ahol 0 < r < |n|. De r = k —ng € I, mert I
zart a tObbszorozésre és a kivonasra. Mivel |n| minimalis volt, igy r csak nulla
lehet. Tehat k € (n), azaz I C (n). O

HF: Hasonlitsuk Gssze ezt annak bizonyitasaval, hogy ciklikus csoport részcso-
portja is ciklikus (4.3.26. Lemma).

Idealok a polinomok k6zo6tt

Legyen R kommutativ, egységelemes gy(iri és s € R rogzitett. Ekkor (s) az s
Gsszes t0bbszoroseibsl all (f6ideal).
Allitas: Ha T test, akkor T'[z] minden ideélja f6ideal.



Bizonyitas

Legyen I nem nulla ideal T[x]-ben, és g a legkisebb fokii nem nulla eleme.
Belatjuk, hogy I = (g).

Nyilvan (g) C I, hiszen I tartalmazza g tobbszoroseit.

Legyen f € I, ekkor f = gqq+r, ahol gr(r) < gr(g) vagy r = 0. Der = f—gq € I,
mert I zart a tobbszorozésre és a kivonéasra. Mivel gr(g) minimalis volt, igy r
csak nulla lehet. Tehat f € (g), azaz I C (g). O

Nyilvanvalé a hasonlésag a Z-beli bizonyitassal: maradékos osztdsra van szik-
ség.

Euklideszi gytrid

5.5.1. Definicié

Euklideszi gytiiri: ,elvégezhets benne a maradékos osztas.”

Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztomentes) gytrd euklideszi,
ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész értéki ¢ fiiggvény
ugy, hogy minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, € R, hogy a = bq +r,
és =0 vagy ¢(r) < o(b).

Példak

Z euklideszi: p(k) = |k|.

T'[z] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).

Gauss-egészek: a + bi alaka szamok, ahol a,b € Z.

Ez is euklideszi gytiri: op(a + bi) = a® + b2

Bizonyitas: Freud Robert és Gyarmati Edit szamelmélet kényve.

Euklideszi gytiri féidealgyird

5.5.3. Tétel
Minden euklideszi gytrid minden idealja féideal.

Bizonyitas

Legyen I nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb @-értékid nem nulla eleme.
Belatjuk, hogy I = (g).

Nyilvan (g) C I, hiszen I tartalmazza g t6bbszoroseit.

Legyen f € I, ekkor f = gg+r, ahol o(r) < ¢(g) vagy r =0. Der = f—gq € I,
mert I zart a tobbszorozésre és a kivonasra. Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r
csak nulla lehet. Tehat f € (g), azaz I C (g). O

Féidedlgytri: szokasos gyird, melynek minden ideélja f6idedl. Ezekben érvé-
nyes a szamelmélet alaptétele.



5. Idealok és szamelmeélet

Szamelméleti alapfogalmak

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokdsos gydrd: kommutativ, nullosztomentes, egységelemes.

r osztdja s-nek, ha van olyan ¢ a gytriben, hogy s = tr.

Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.

Trividlis felbontds: r = ab, ha valamelyik tényez6 egység.

r felbonthatatlan: nincs nemtrivialis felbontasa szorzatra (azaz minden felbon-
tasaban valamelyik tényezs egység).

r prim: ha r | ab, akkor r | a vagy r | b.

R alaptételes: minden nullatél és egységtdl kiilonbozs elem egyértelmiien elGall
felbonthatatlanok szorzataként.

Fopéldak alaptételes gytirtre: Z, T[z] (T test), Z|x].

a,b € R kitiintetett k6z6s osztdja d, ha

(1) d kozos oszto, azaz d | a és d | b;

(2) d mindegyik koz6s osztonak tobbszordse.

Az alapfogalmak Gsszefiiggései

3.1.27. Gyakorlat
Ha barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztéja, akkor minden felbont-
hatatlan elem prim.

3.1.28. Gyakorlat
Ha minden felbonthatatlan elem prim, akkor igaz az alaptétel egyértelmiiségi
allitasa.

3.1.22. és 3.1.26. Gyakorlatok
Alaptételes gytriiben

(1) barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztoja;

(2) minden felbonthatatlan elem prim.

Idealok és oszthatosag
5.1.10. Definici6: (r) az r dsszes tObbszorosébsl all: fdidedl.

5.5.4. Lemma

rls < (r)2(s). O
»Megfordul” Példaul 2 kisebb, mint 4, de (2) nagyobb, mint (4).

5.5.5. Lemma

Legyen R szokésos gytri és a,b € R. Ha (a,b) = (d), akkor d az a és b kitiinte-
tett kozos osztoja. (A kitlintetett kozos osztot is (a, b) jelolte szamelméletben.)




Bizonyitas
Mivel (d) = (a,b) 2 (a), ezért d | a, ugyanigy d | b. Ha ¢ | a és ¢ | b, akkor
d = ra + sb miatt ¢ | d. O

Euklideszi és fGidealgyirid alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmeény)
Minden f6idealgytirt (igy minden euklideszi gytirt) alaptételes.

Bizonyitas
Ha (a,b) = (d), akkor d az a és b kitintetett kozos osztdja. Ezért f6idedlgytiriben
(és igy euklideszi gytirtiben) barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztoja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiségi allitésa.
A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = Zlx] alaptételes gytrd, 2 és x kitiintetett kozos osztoja 1, hiszen 2 osztoi
csak +1, £2, és 21 z.

(2, z) azokbdl a polinomokbol all, melyek konstans tagja paros. Az 1 nem ilyen,
tehat (2,2) # (1), ezért (2,x) nem féidedl.

Tehat Z[z] nem {6idealgytird, és igy nem is euklideszi, noha alaptételes.

Példa nem alaptételes gyfirire

3.1.34. Feladat
Legyen R az a + biv/5 alaki szamokbol 4ll6 gytiri (a,b € Z).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kizos osztéja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.
Az alaptétel egyértelmiségi allitdsa nem igaz:
9=3-3=(2+1iV5)(2—iV5),
itt 3 is, 2+14+/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese 2 +iv/5-nek, igy ez a
9-nek két, lényegesen kiilonboz6 felbontésa. Ezért ez a gylrd nem alaptételes.

Az ilyen gytrik is hasznosak szdmelméleti problémék megoldasédhoz. A kiut az,
hogy a (9,3(2 +iv/5)) idedl veszi 4t a hianyzo kitiintetett kozos oszto szerepét.
Ez a témakor az algebrai szdmelmélet.

Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gytirtk direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S, ahol a miiveleteket
komponensenként végezziik:

(r1,81)+(ra, s2) =(r1 + 12, 81 + 82) és (r1,1)(r2, s2) =(r17a, $152).

HE: Ez tényleg gytird. Hasonl6 a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belst jellemzés mint csoportokra (normaloszto helyett ideal):

5.1.18. Allitas
Ha I és J idealok az R gyftriiben, a csoportelméleti I 4+ J komplexusisszeg az
egész R, tovabba I'NJ = 0, akkor R 1T x J.

A bizonyitas otlete: Ha INJ =0, a € I, b € J, akkor ab = 0.




