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6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen T karakterisztikaja p, primteste P, és | T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték A1by + ...+ A\,b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és A\1,...,\, € P.

Mindegyik \; skalar |P| = p-féle lehet, igy | T| = p". O

Megjegyzés

A Niby + ..+ Apby = (A1, ..., \,) megfeleltetés nyilvan
Osszegtart6. Ezért T additiv csoportja izomorf

a Z; X ... X Z; n-tényez8s direkt szorzattal.
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Megjegyzés: g = p esetén a kis Fermat-tételt kaptuk:
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ot

Megjegyzés: q = p esetén a kis Fermat-tételt kaptuk: x” = x (p).
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3.6.1. Definicié

Ha R szokasos gyiirti, akkor f(x) = ag + ... + a,x" € R[x|
(formalis) derivaltja f'(x) = a1 + 2apx + ... + na,x"~1.

HF: Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas

Ha f € R[x|-nek b € R legalabb k-szoros gydke (k > 1),
akkor b az ' derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.
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Tobbszoros gyokok és a derivalt

3.6.1. Definicié

Ha R szokasos gyiirti, akkor f(x) = ag + ... + a,x" € R[x|
(formalis) derivaltja f'(x) = a1 + 2apx + ... + na,x"~1.

HF: Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas

Ha f € R[x|-nek b € R legalabb k-szoros gydke (k > 1),
akkor b az ' derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitas
f(x) = (x=b)"g(x) = f'(x) = (x—b)[kg(x) +(x—b)g'(x)].
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Tobbszoros gyokok és a derivalt

3.6.1. Definicié

Ha R szokasos gyiirti, akkor f(x) = ag + ... + a,x" € R[x|
(formalis) derivaltja f'(x) = a1 + 2apx + ... + na,x"~1.

HF: Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas

Ha f € R[x|-nek b € R legalabb k-szoros gydke (k > 1),
akkor b az ' derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitas

f(x) = (x=b)g(x) = f'(x) = (x—b)*'[kg(x)+(x—b)g'(x)].
Megjegyezziik, hogy ha b pontosan k-szoros gydke f-nek,
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Ha R szokasos gyiirti, akkor f(x) = ag + ... + a,x" € R[x|
(formalis) derivaltja f'(x) = a1 + 2apx + ... + na,x"~1.

HF: Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas

Ha f € R[x|-nek b € R legalabb k-szoros gydke (k > 1),
akkor b az ' derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitas

f(x) = (x=b)g(x) = f'(x) = (x—b)*'[kg(x)+(x—b)g'(x)].
Megjegyezziik, hogy ha b pontosan k-szoros gydke f-nek,
akkor pontosan k — 1-szeres gycke f'-nek,
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Tobbszoros gyokok és a derivalt

3.6.1. Definicié

Ha R szokasos gyiirti, akkor f(x) = ag + ... + a,x" € R[x|
(formalis) derivaltja f'(x) = a1 + 2apx + ... + na,x"~1.

HF: Ervényesek a derivalas szokasos azonossagai.

3.6.3. Allitas

Ha f € R[x|-nek b € R legalabb k-szoros gydke (k > 1),
akkor b az ' derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitas

f(x) = (x=b)g(x) = f'(x) = (x—b)*'[kg(x)+(x—b)g'(x)].
Megjegyezziik, hogy ha b pontosan k-szoros gydke f-nek,
akkor pontosan k — 1-szeres gyoke f'-nek, kivéve ha kg(b) = 0. [J

y
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik.
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas
Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas
Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott
(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas
Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).
Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.




Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 6 /22

Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas
Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott
(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.
Ez résztest,
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas
Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott
(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.
Ez résztest, mert (a + b)9 = a9 + b9
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a + b)9 = a9 + b9 és (ab)9 = a7b9 a K-ban
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
Az L elemszama g,
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
Az L elemszama g, mert x9 — x-nek nincs tobbszords gydke.
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
Az L elemszama g, mert x9 — x-nek nincs tobbszords gydke.
Ha ugyanis lenne, akkor az gyoke lenne a derivaltjanak is.
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
Az L elemszama g, mert x9 — x-nek nincs tobbszords gydke.
Ha ugyanis lenne, akkor az gyoke lenne a derivaltjanak is.

De x9 — x € Zp[x] derivaltja gx9~1 — 1 = —1,
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).
Az L elemszama g, mert x9 — x-nek nincs tobbszords gydke.
Ha ugyanis lenne, akkor az gyoke lenne a derivaltjanak is.

De x9 — x € Zp[x] derivaltja gx9~! — 1 = —1, hiszen p | q.
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Véges test konstrukcidja

6.7.5. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik. Jele IF.

Bizonyitas

Legyen K az x9 — x felbontasi teste Z, folott

(ez létezik a 6.4.5. Kovetkezmény miatt).

Jeldlje L az x9 — x gyokeinek halmazat K-ban.

Ez résztest, mert (a+ b)? = a9 + b9 és (ab)? = a9b9 a K-ban
(hiszen x — x9 a Frobenius-endomorfizmus k-adik hatvanya).

Az L elemszama g, mert x9 — x-nek nincs tobbszords gydke.

Ha ugyanis lenne, akkor az gyoke lenne a derivaltjanak is.

De x9 — x € Zp[x] derivaltja gx9~! — 1 = —1, hiszen p | q.

A —1 konstans polinomnak pedig nincs gyoke K-ban. Ol
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel
Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.

A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val
izomorf részteste van,
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
k - oo P
Ez a résztest az xP — x polinom Gsszes gyckeébal all.




Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 7 /22

Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
k o . el 2 =] 2
Ez a résztest az xP — x polinom 3sszes gyokébal all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
k o . el 2 =] 2
Ez a résztest az xP — x polinom 3sszes gyokébal all.

Bizonyitas
Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.
A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.
A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
k o . el 2 =] 2
Ez a résztest az xP — x polinom 3sszes gyokébal all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.

A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP — x polinom Gsszes gydkébsl all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.

Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.
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Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.

Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.

Megforditva, k | n esetén pX — 1| p” — 1 = F5 1.
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izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.
k o . el 2 =] 2
Ez a résztest az xP — x polinom 3sszes gyokébal all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.

Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.

Megforditva, k | n esetén pk — 1| p" —1 = [F/|.

Mivel L™ ciklikus,
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.

A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP — x polinom Gsszes gyckébasl all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.

Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.

Megforditva, k | n esetén pk — 1| p" —1 = [F/|.

Mivel L* ciklikus, x?“ 1 — 1-nek pk — 1 gydke van [-ben.
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Véges test résztestei

6.7.8. Tétel

Ha K < L véges testek, akkor ez a bévités normalis.

A g = p" elemii ¥, testnek minden k | n esetén egyetlen ¥ «-val
izomorf részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP — x polinom Gsszes gydkébsl all.

Bizonyitas

Ha L = I, akkor L az x9 — x felbontasi teste K fol6tt is.

A szorzastétel miatt k = |K : 7, | osztéja n = |, : Z |-nek.
Lattuk, hogy K elemei pontosan az xP“ — x gyokei.

Ezért K az egyetlen p* elemii résztest.

Megforditva, k | n esetén pX — 1| p” — 1 = F5 1.

Mivel L* ciklikus, x?“ 1 — 1-nek pk — 1 gydke van [-ben.

Ezek a nullaval egyiitt p* elemii résztestet alkotnak. Ol
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [F,» a felbontasi teste,
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas
Mivel ]F;;n ciklikus,
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I, ciklikus, van p” — 1 rendi o eleme.
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas
Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas
Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,

hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.
Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.




Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 8 /22

Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gyokével:
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K = Z,(3)




Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 8 /22

Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K =7Z,(53) és |K| = p".
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K =7Z,(53) és |K| = p".

Mivel Z, < K normalis, a K az f felbontasi teste 7, folott.
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K =7Z,(53) és |K| = p".

Mivel Z, < K normalis, a K az f felbontasi teste 7, folott.

A 3 kdzds gydke f-nek és xP" — x-nek,
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K =7Z,(53) és |K| = p".

Mivel Z, < K normalis, a K az f felbontasi teste 7, folott.

A 3 kdzds gydke f-nek és xP" — x-nek, igy f(x) | xP" — x
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Véges test, mint egyszerii bdvités

Allitas (6.7.9, 6.7.10)

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre létezik
Z,, folott irreducibilis n-edfokd f polinom. Minden ilyen
f polinomnak [« a felbontasi teste, és 7(x) | x*" — x.

Bizonyitas

Mivel I}, ciklikus, van p” — 1 rendii o eleme. Ekkor Z(a) = Fpn,
hiszen csak szorzassal is minden nem nulla elem generalédik.

Ezért az irreducibilis m,, foka |Fyn : Z, | = n.

Ha f € Z,[x]| egy n-edfoku, irreducibilis polinom, akkor

bévitsiink ennek egy 3 gydkével: K =7Z,(53) és |K| = p".

Mivel Z, < K normalis, a K az f felbontasi teste 7, folott.

A 3 kdzds gydke f-nek és xP" — x-nek, igy f(x) | xP" — x

(hiszen f a 3 minimalpolinomja Z, folott). Ol
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).



Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 9 /22

A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott,
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A nyolcelem test példaja
Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).

Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.



Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 9 /22

A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x* + x + 1,



Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 9 /22

A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) . z+ z° Frobenius-endomorfizmus bijektiv,
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.



Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 9 /22

A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zp[x]/(x® + x + 1),
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), O =0+ (x> + x+ 1)
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és
E=1+(3+x+1);
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z> Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és
E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.
Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.
A= x+(x3+ x +1) gydke Ex® + Ex + E-nek.
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =x2+ (3 +x+1)
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =2+ (P H+x+1)es A* =2+ x+ (3 +x+1).
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =2+ (P H+x+1)es A* =2+ x+ (3 +x+1).

A maradék harom elem Ex® + Ex? + E-nek lesz gyoke,
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =2+ (P H+x+1)es A* =2+ x+ (3 +x+1).

A maradék harom elem Ex® + Ex? + E-nek lesz gyoke,

ezek A+ E,
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =2+ (P H+x+1)es A* =2+ x+ (3 +x+1).

A maradék harom elem Ex® + Ex? + E-nek lesz gyoke,

ezek A+ E, A2 + E,
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A nyolcelem test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg 22 Zo[x]/(x3 + x + 1) = Zs[x] /(x> + x* + 1).
Az Fg elemei az x® — x polinom &sszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x® + x + 1, a masik haromé x3 + x? + 1.
A 1) : z+— z% Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x 4+ 1 és x° + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 +x+1), 0O =0+ (x> +x+1) és

E =1+ (x>+x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A= x+ (x> +x+1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két gyok
A2 =2+ (P H+x+1)es A* =2+ x+ (3 +x+1).

A maradék harom elem Ex® + Ex? + E-nek lesz gyoke,

ezek A+ E, A+ E, A+ A+ E.
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,

ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat.
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.
K : Zy | = 4,
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9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.
K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.



Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 10 / 22

Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
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Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.

K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ Iy, akkor Z(g) = K,
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)
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K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
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K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6todrend, akkor x° — 1-nek is gydke,
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.

K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6tédrendi, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
xX**+x3+x2+x+1,




Véges testek Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 10 / 22
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.

K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6tédrendi, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
x* 4 x3 4+ x% + x + 1, melynek tébbi gydke g2, g* és g8.
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)
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Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6tédrendi, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
x* 4 x3 4+ x% + x + 1, melynek tébbi gydke g2, g* és g8.

A masik két negyedfoki irreducibilis gyokei a 15 rendii elemek, ’
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6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
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9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.
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Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6todrend, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
x* + x3 + x? + x + 1, melynek tobbi gydke g2, g* és g.

A masik két negyedfoki irreducibilis gyokei a 15 rendii elemek,
ezek primitiv polinomok: J
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.

K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6todrend, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
x* + x3 + x? + x + 1, melynek tobbi gydke g2, g* és g.

A masik két negyedfoki irreducibilis gyokei a 15 rendii elemek,
ezek primitiv polinomok: x* + x + 1 J
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Primitiv polinomok

6.7.11. Definicié

Ha K véges test, akkor egy irreducibilis f € K|[x| primitiv polinom,
ha mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ
csoportjat. (NEM azonos fogalom a Z|[x|-beli primitiv polinommall)

9.3.9. Példa: Legyen K = Fy4, elemei x'% — x gydkei.

K : Zy | = 4, az egyetlen valédi résztest [y, ez x* — x gydkeibsl all.
Ezért a harmadrendii elemek kdzés minimalpolinomja x? + x + 1.
Ha g ¢ IF4, akkor Zy(g) = K, és ezért gr(m,) = 4.

Ha g 6tédrendi, akkor x° — 1-nek is gydke, igy minimalpolinomja
x* 4 x3 4+ x% + x + 1, melynek tébbi gydke g2, g* és g8.

A masik két negyedfoki irreducibilis gyokei a 15 rendii elemek,
ezek primitiv polinomok: x* + x + 1 és x* + x> + 1. ’
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A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
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és \(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.
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A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
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Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
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A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
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Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és A\(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
Peéldak

@ A T[xy,...,x,| polinomgyiiri a T test folott.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és A\(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)

Peéldak
@ A T[xy,...,x,| polinomgyiiri a T test folott.
o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és A\(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)

Példak
@ A T[xy,...,x,| polinomgyiiri a T test folott.

o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.
o A T test folotti n x n-es matrixok.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és A\(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)

Peéldak
@ A T[xy,...,x,| polinomgyiiri a T test folott.
o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.

o A T test folotti n x n-es matrixok.

@ A T test folotti / vektortér linearis transzformaciéi.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirii, vektortér T folott,
és A\(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gyiirii, T részteste R-nek, és 1p = 17.
Az R akkor algebra T folott, ha A\r = rA (VA € T, Vr e R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)

Peéldak
A Tlxi,...,x,| polinomgy(ri a T test folott.
Ha K < L testbd&vités, akkor L a K folott.

A T test folotti n x n-es matrixok.

(]

A T test folotti V/ vektortér linearis transzformaciéi.
A kvaternidk ferdeteste R folott.

e © ¢ ¢
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié
Ha A algebra a T test folott,
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5.10.6. Definici6
Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
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5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b€ A,
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5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).
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Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
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5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié
Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek
egy | idealt alkotnak,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek
egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.

5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T|[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.

5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T|[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens, kiilénben algebrai.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens, kiildnben algebrai. Ekkor
| normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja,




Algebrak test folott Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 12 / 22

Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + aix + ... + apnx” € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens, kiildnben algebrai. Ekkor
| normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja, jele my,.
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5.10.6. Definicio

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ap + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b" (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a)+ g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | idealt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens, kiildnben algebrai. Ekkor
| normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja, jele my,.

Az my, létezik, mert T[x] euklideszi, és igy féidealgydird. Nyilvan
f(b) =0 <= my | f, vagyis a j6 polinomok a minimalpolinom
tobbszorosei.
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Xl+Aib+...+X,b"=0.
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5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
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Véges dimenzids algebra minden eleme algebrai.

Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:
Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
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Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
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Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
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Véges dimenzids algebra minden eleme algebrai.

5.10.9. Allitas J

Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:
Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O

5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T[x] normalt, irreducibilis és 7(b) = 0,
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Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O
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ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O
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Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T|[x] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valéban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b).



Algebrak test folott Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 13 / 22

A minimalpolinom irreducibilitisa

Véges dimenzids algebra minden eleme algebrai.

5.10.9. Allitas J

Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:
Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O

5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T|[x] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valéban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy
g(b) =0
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Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:
Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
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Valéban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy
g(b) =0 (igy mp | g miatt h egység), vagy h(b) = 0 és g egység.
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5.10.9. Allitas J

Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:
Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O

5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T|[x] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valéban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy

g(b) =0 (igy mp | g miatt h egység), vagy h(b) = 0 és g egység.
Megforditva: ha f(b) = 0, akkor my, | f,
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A minimalpolinom irreducibilitisa

Véges dimenzids algebra minden eleme algebrai.

5.10.9. Allitas J

Valéban: ha dimy(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Osszefiigg:

Xl+Aib+...+X,b" =0. Legyen f(x) = Ao+ Aix+ ...+ Apx",
ekkor f nem 0, és b gydke f-nek. O

5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem.
Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T|[x] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valéban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy

g(b) =0 (igy mp | g miatt h egység), vagy h(b) = 0 és g egység.
Megforditva: ha f(b) = 0, akkor my, | f, de mindkett irreducibilis
és normalt, ezért egyenlsk. O]
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Ha A véges dimenziés, nullosztémentes, nem nulla algebra R folott,
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vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.
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vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a
nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.
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@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek
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nullosztémentesek és véges dimenziésak
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nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.
A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).
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@ RR[x]| nullosztémentes,
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nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.
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Ha A véges dimenziés, nullosztémentes, nem nulla algebra R folott,
akkor A vagy a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel,
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nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.
A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).

@ RR[x| nullosztémentes, R fol6tti, de nem véges dimenziés.
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5.11.6. Tétel, NB
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akkor A vagy a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel,
vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a
nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).

@ RR[x| nullosztémentes, R fol6tti, de nem véges dimenziés.
Sé6t, R egyszerii transzcendens bévitése még test is.
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Frobenius tétele

5.11.6. Tétel, NB

Ha A véges dimenziés, nullosztémentes, nem nulla algebra R folott,
akkor A vagy a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel,
vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a
nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).

@ RR[x| nullosztémentes, R fol6tti, de nem véges dimenziés.
Sé6t, R egyszerii transzcendens bévitése még test is.

o R3*3 véges dimenzios,
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Ha A véges dimenziés, nullosztémentes, nem nulla algebra R folott,
akkor A vagy a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel,
vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a
nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).

@ RR[x| nullosztémentes, R fol6tti, de nem véges dimenziés.
Sé6t, R egyszerii transzcendens bévitése még test is.

o R3*3 veges dimenziss, R folotti,
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Frobenius tétele

5.11.6. Tétel, NB

Ha A véges dimenziés, nullosztémentes, nem nulla algebra R folott,
akkor A vagy a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel,
vagy a kvaterniék ferdetestével izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a
nullosztomentességet és az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

@ Ha nem R fol6tt vagyunk: Q véges bévitései mind
nullosztémentesek és véges dimenziésak (pl. Q(1/2)).

@ RR[x| nullosztémentes, R fol6tti, de nem véges dimenziés.
Sé6t, R egyszerii transzcendens bévitése még test is.

@ R3%3 véges dimenziés, R folotti, de nem nullosztémentes.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz,
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
GHG—D) =7 +i—ji— P =i~ ji=2k £0.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+i)G—0) =7 +i—ji— P =i —ji=2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
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5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+i)G—0) =7 +i—ji— P =i —ji=2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+i)G—0) =7 +i—ji— P =i —ji=2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,,gydktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.

Valéban, ha N(z) =1 ész = —z, akkor z> = —zz = —N(z) = —1,
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.

Valéban, ha N(z) =1 ész = —z, akkor z2> = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?,
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
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G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.

Valéban, ha N(z) =1 ész = —z, akkor z2> = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1.
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.

Valéban, ha N(z) =1 ész = —z, akkor z2> = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1.

Ezért 1 = zz = — 72,
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A polinomok azonossagi tétele

Ha a kommutativitas feltételét elhagyjuk, akkor egy polinomnak
mar lehet tobb gydke, mint a foka (a nullosztémentesség ellenére)!
Magyarazat: x> + 1 = (x +i)(x — i) a ,gyoktényezs alak’.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ =) =2+ —ji = % = ij —ji= 2k £0.

Az a gond, hogy i/ és j nem felcserélhetsk.

Nem tudjuk igy kihasznalni, hogy K nullosztémentes.

5.11.5. Kdvetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kozott végtelen sok gydke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valés része nulla és normaja 1,
vagyis a gi + rj + sk alaka kvaterniék, ahol g + r? + 5% = 1.

Valéban, ha N(z) =1 és z = —z, akkor 2= _—77= —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —z°. Innen z # 0 miatt 7 = —z. Ol
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla).
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z7! = z.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor 71 —Z Ha z tiszta is, akkor z =1 = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat),
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor 71 —Z Ha z tiszta is, akkor z =1 = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert P= = =
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)"T € R3 vektort. Legyen z =r + v (r € R).
@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.
@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk=j x k, stb.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor 71 —Z Ha z tiszta is, akkor z =1 = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji = j x i, jk =] x k, stb.

@ lgyhav L w, akkor vw =v xw = —w x v = —wy,
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji = j x i, jk =] x k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

woTvw = —V,
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert P= = =
tovabba ij =i x j, ji=j x i, jk=j X k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

Low = w=iw + wt

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji = j x i, jk =] x k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

Low = w=iw + wt

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)"T € R3 vektort. Legyen z =r + v (r € R).
@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.
@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk=j x k, stb.
@ lgy hav L w, akkor vw = v x w = —w X v = —wv, ahonnan

Low = w=iw + wt

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = Z22w.

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.
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Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji = j x i, jk =] x k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

low = wlrw T w1

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.

@ Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = Z?w.
Specialisan ha z = cos v + vsin «, ahol N(v) =1,




A kvaterniék alkalmazasai Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 16 / 22

Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert /> = j> = k? = —1,
tovabba ij = i x j, ji = j x i, jk =] x k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

Low = w=iw + wt

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.

@ Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = Z22w.
1, akkor

Specialisan ha z = cos a + v sin «, ahol N(v) =

v? = —1 (mert v tiszta),
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Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

@ Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7+ = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert P= = =
tovabba ij =i x j, ji=j x i, jk=jx k, stb.

@ Ilgy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

Low = w=iw + wt

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = Z22w.

Specialisan ha z = cos v + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor

v2 = —1 (mert v tiszta), z2 = cos(2a) + vsin(2a),

W_1VW:7V,éSW_ VW =r —V = Z.
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Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

)
)

Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z ! = —z.
Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert P= = =
tovabba ij =i x j, ji=j x i, jk=j X k, stb.

Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és wilzw=wlw+wlw=r—v==z

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

Tehat ha N(z) = 1 és v L w, akkor zwz~! = Z%w.
Specialisan ha z = cos v + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor
v2 = —1 (mert v tiszta), z2 = cos(2a) + vsin(2a), és igy

2wz~ ! = cos(2a)w +sin(2a)vw = cos(2a)w +sin(2a)(v x w).
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Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)T € R> vektort. Legyen z=r + v (r € R).

)

Ha N(z) = 1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor z ! = —z.
Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert P= = =
tovabba ij =i x j, ji=j x i, jk=j X k, stb.

Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és wilzw=wlw+wlw=r—v==z

Balrdl zw-vel szorozva zwz = z2w.

Tehat ha N(z) = 1 és v L w, akkor zwz~! = Z%w.
Specialisan ha z = cos v + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor
v2 = —1 (mert v tiszta), z2 = cos(2a) + vsin(2a), és igy
2wz~ ! = cos(2a)w +sin(2a)vw = cos(2a)w +sin(2a)(v x w).
Ha N(w) is 1, akkor v, w és v x w ONB a térben. O

16 / 22
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Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok
a(z 1 normajua) kvaterniokkal valé konjugalasok.
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Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok

a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok. Pontosabban:
ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

valé konjugalas 2« sz6gii forgatas a v irdnyl egyenes koriil.
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ha v egységvektor, akkor a z = cos «v + v sin a-val

valé konjugalas 2« sz6gii forgatas a v irdnyl egyenes koriil.

Bizonyitas

Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalas matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben.
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Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalas matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan
zvz=! = v (hiszen zv = vz),




A kvaterniék alkalmazasai Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 17 / 22

Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok

a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok. Pontosabban:
ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

valé konjugalas 2« sz6gii forgatas a v irdnyl egyenes koriil.
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Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalas matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan
zvz—t = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan
zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw).
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zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kettst Ssszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz71)(zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),
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Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalas matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan
zvz—t = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan
zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kettst Ssszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz71)(zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),
ahol v(vw) = v?w = —w (mar lattuk, hogy v? = —1).
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Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok

a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok. Pontosabban:
ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

valé konjugalas 2« sz6gii forgatas a v irdnyl egyenes koriil.

Bizonyitas

Legyen w egy v-re merdleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalas matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan

zvz—t = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan

zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kettst Ssszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz71)(zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),

ahol v(vw) = v?w = —w (mar lattuk, hogy v? = —1).

Ezért a megfelels forgatas matrixat kapjuk. Ol
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2av)
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2av)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):
e s =t — —2rz + 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r? — x? 4 y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz r?—x?—y? 4272
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Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2av)
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2rz + 2xy r? — x? 4 y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz r?—x?—y? 4272
Elnyok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2av)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):
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—2ry + 2xz 2rx + 2yz r?—x?—y? 4272
Elnyok:
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Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2av)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

r? 4+ x2 — y2 —Z2 —2rz 4+ 2xy 2ry 4+ 2xz
2rz + 2xy r? — x? 4 y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz r?—x?—y? 4272
Elnyok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.

Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigacio, aerodinamika, molekularis dinamika, rontgenkristallografia.
Szamelméleti alkalmazasok.
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A kvaterniéok mint transzformaciok

A kvaternok vektortér C folott (a skalarral szorzas balszorzas).
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A kvaternok vektortér C folott (a skalarral szorzas balszorzas).
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Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarto.
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A kvaternok vektortér C folott (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C folott, mert i(j1) # j(i1).
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voow aholv=p+qgiésw=r-+si
W v —pPTa -
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Ha z = p + qi + rj + sk, akkor ¢)(z) matrixa az (1, /) bazisban

(_VW V\‘;) ahol v = p+ qi és w = r + si (igy vezettiik be K-t).
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A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.
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Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v).
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Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) =v,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) | u.




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor

D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor

D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v], co = w/[|wl,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor

D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, c1 = w/||w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, c1 = w/||w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
Elirhatosagi tétel: van B, melyre B(b) = c1 és B(by) = cco.




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, c1 = w/||w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
Elirhatosagi tétel: van B, melyre B(b) = c1 és B(by) = cco.
Alkalmas |¢| = 1-re B unitér,




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ *C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, c1 = w/||w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
Elirhatosagi tétel: van B, melyre B(b) = c1 és B(by) = cco.
Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinansi




Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 20 / 22

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.
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ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re merGleges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.
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Elirhatosagi tétel: van B, melyre B(b) = c1 és B(by) = cco.
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Jeldlje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemdi, 1 determinansi
unitér matrixok csoportjat a szorzasra (4.1.26. Definici6).
Elnevezés: SU(2) regularisan hat az egységvektorok halmazan.



Csoportelméleti vonatkozasok Algebra3, alkmat 9/11. el8adas 21 /22

Az egységkvaterniok csoportja

Tétel

Az 1 normaja kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.
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Az SU(2)-t Spin(3) csoportnak nevezik a kvantumfizikaban.
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Ha z € KK, akkor lattuk, hogy /(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢/(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z = 1z = Az(1).
Ezért az imént bizonyitott allitas miatt A = A-. 0

Az SU(2)-t Spin(3) csoportnak nevezik a kvantumfizikaban.
Fermionok (pl. neutron) leirasara hasznaljak.
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Miért kétszerezédik a szog?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja). J
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Miért kétszerezédik a szog?
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Bizonyitas

Legyen z = cos a + v sin «, ahol v egységvektor.
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Bizonyitas
Legyen z = cos v + v sin «, ahol v egységvektor. Lattuk:
F,:w — zwz~ ' a v iranya egyenes koriili 2cv szogii forgatas.
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Algebrai magyarazat: a zwz~! = z°w képlet, ha v | w.
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