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A résztestek fontossaga

Adottak a sikon pontok. Azon pontok koordinatai, amelyek
ezekbdl kiindulva megszerkesztheték, résztestet alkotnak R-ben.
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C résztesteiben elvégezni, pl. x? + y? = (x + iy)(x — iy).

A hibajavité kédok elméletében a véges testek jatszanak szerepet. J

Ezekben az alkalmazasokban tipikusan egy test résztesteit kell
felderiteni, vagy olyan kérdésekre adni valaszt, hogy /2 felirhaté-e
racionalis szamokbdl kiindulva négyzetgydkvonasok segitségével.
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Generalt résztest

6.1.5. Definicié
Ha K részteste [-nek, akkor testb&vitésrél beszélunk.
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Bévités egy szam négyzetgyokével
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Az a + bi alaka szamok (a, b € Q) részgyiiriit alkotnak C-ben.
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a— byu

Reciprokképzés:

1
a+byu a®—bu
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e bﬁ. Lehet-e a2 — b%u = 07

o P . 1
Reciprokképzés: B = 2 — B2y




aab,UEQ' a+b\/ﬂ§£0

Y P

Q>
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u# 0. Elsfordulhat-e, hogy a®> — b?>u = 07? J
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e
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V.
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(4) A v/9 minimalpolinomja Q folétt x> — 9.

Ez irreducibilis, mert harmadfok, és nincs gyoke Q-ban.

Ismétlés: racionalis gydkteszt!
(5) Tudjuk, hogy 1+ i negyedik hatvanya —4.

A minimalpolinomja mégsem x* + 4, hanem x> — 2x + 2.
(6) Az n-edik primitiv egységgyokok kézés minimalpolinomja

Q folott a ®,(x) (n-edik korosztasi polinom).
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lgy T az o (K-beli egyiitthatés) polinomjainak halmaza.
Ezért T zart Osszeadasra, kivonasra és szorzasra is.
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott.
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott. Ekkor
K(cv), azaz L-nek a K-t és a-t tartalmazé legsziikebb részteste
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott. Ekkor
K(cv), azaz L-nek a K-t és a-t tartalmazé legsziikebb részteste
az Osszes olyan f(«)/g () tortekbdl all, ahol f, g € K[x]|, g # 0.
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott. Ekkor
K(cv), azaz L-nek a K-t és a-t tartalmazé legsziikebb részteste
az Osszes olyan f(«)/g () tortekbdl all, ahol f, g € K[x]|, g # 0.
Ez az elsallitas egyértelmii is a kdvetkezé értelemben:
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott. Ekkor
K(cv), azaz L-nek a K-t és a-t tartalmazé legsziikebb részteste
az Osszes olyan f(«)/g () tortekbdl all, ahol f, g € K[x]|, g # 0.
Ez az elsallitas egyértelmii is a kdvetkezé értelemben:

f(a)/g(a) = h(a)/k(w)
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A transzcendens eset

Reciprokképzés (masodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[x] — L homomorfizmust,

ami f-hez f(«)-t rendel. Nyilvan T = Im(y) és (m,) = Ker(y)
(hiszen T az o K-beli egyiitthatés polinomjainak a halmaza,

a minimalpolinom pedig definici6 szerint Ker(y) generatoreleme).
Igy a homomorfizmus-tétel miatt 7 = K[x]/(m,).

Mivel m,, irreducibilis, a gy(riiknél tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és o € L transzcendens K folott. Ekkor
K(cv), azaz L-nek a K-t és a-t tartalmazé legsziikebb részteste
az Osszes olyan f(«)/g () tortekbdl all, ahol f, g € K[x]|, g # 0.
Ez az elsallitas egyértelmii is a kdvetkezé értelemben:

f(a)/g(a) = h(a)/k(a) <= f(x)k(x) = g(x)h(x).




Kules: Q(v2,v3) = (Q(v2))(V3) < C. |

«4O>» «Fr «=)r» «E)» = QR
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3).
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Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor v3€ T
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezert Q C T
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezert Q C T és V2 e T.
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(\f \/§) CT.
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.

Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(\f \/§) CT.
D: Legyen S = Q(v/2,V/3).
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.

Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(\f \/§) CT.
D: Legyen S = Q(v/2,/3). Ekkor Q C S
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(ﬁ))(ﬂ) Ekkor \@ e T és Q(\f)

Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(+/2, \f)
D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v/2))(V/3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C
Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(+/2, \f)

D: Legyen S = Q(v/2,1/3). Ekkor Q C S és v/2,1/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(1/2) C S.
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D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. gy (Q(v2))(V/3) C S. O

v
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és v/2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T

D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. gy (Q(v2))(V/3) C S. O

v

6.1.8. Gyakorlat, HF
(1) (K())(B) = K(e, B) = (K(8))().
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és v/2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T

D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. gy (Q(v2))(V/3) C S. O

v

6.1.8. Gyakorlat, HF

(1) (K(@)(B) = K(a, 8) = (K(8))(a).
(2) K(a,B) = K(a,a + B).
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. |

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és v/2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T

D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. gy (Q(v2))(V/3) C S. O

v

6.1.8. Gyakorlat, HF
) (K(a))(B) = K(a, ) = (K(B)) ()

(1
(2) K(e,B) = K(a, 0 + B).
(3) Ha a # 0, akkor K(a, 5) = K(o, af).




(Q(v2))(V3) elemei o + 7V/3,

«O>» «F>» «E» «E>» = Q>
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(@(\/57 \/§) elemei

(Q(v2))(V/3) elemei e +vv/3, ahol o,y € Q(V2).
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(@(\/§7 \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x> — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x> — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,
igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
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Q(v2,/3) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + a,,_lx/gn*l képletben n < 2.




Generalt résztest

@(\/5, \/§) elemei
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(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + a,,_lx/gn*l képletben n < 2.

Itt « = a+ bv2
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(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + a,,_lx/gn*l képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.
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Q(v2,/3) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + a,,_lx/gn*l képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.
Ezért o +vv3 = a+ bv2 + c/3 + d/6.
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x> — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1vV3 + ...+ a,,_lx/gn*l képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.

Ezért o+ vv/3 = a+ b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.
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@(\/5, \/§) elemei
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(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x> — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1vV3 + ...+ a,,_lx/gnfl képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.

Ezért o+ vv/3 = a+ b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1vV3 + ...+ an_l\/gnfl képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.

Ezért a +vv/3 = a+ bv2 + ¢V/3 + dV/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testbdvités és a1, ..., a, € L algebrai K folott,
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + an_l\/gnfl képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.
Ezért o+ vv/3 = a+ b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)

Ha K < T testbdvités és a1, ..., a, € L algebrai K folott,
akkor K(a, ..., ) elemei p(aq, ..., ay) alakaak,
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + an_l\/gnfl képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.
Ezért o+ vv/3 = a+ b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)

Ha K < T testbdvités és a1, ..., a, € L algebrai K folott,
akkor K(a, ..., ) elemei p(aq, ..., ay) alakaak,

ahol p € K[x1, ..., Xn],
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v/2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(+/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) félott legfeljebb masodfoka,
ezért az ag + a1V/3 + ... + an_l\/gnfl képletben n < 2.

ltt &« = a+ bv/2 és v = c + dv/2, ahol a,b,c,d € Q.
Ezért o+ vv/3 = a+ b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(v/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)

Ha K < T testbdvités és a1, ..., a, € L algebrai K folott,
akkor K(a, ..., ) elemei p(aq, ..., ay) alakaak,

ahol p € K|[xi,...,xp|, igy osztasra nincs sziikség.
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A testb8vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)
Ha K < L testbévités, akkor L vektortér K folott.
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A testb8vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testbévités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa
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A testb8vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testbévités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
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A testb8vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)
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6.1.20. Kdvetkezmény
Ha o € L algebrai K folott, akkor |K () : K| = gr(my).
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A testb8vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testbévités, akkor L vektortér K folott.

Az 6sszeadas az L-beli 6sszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzigja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kdvetkezmény
Ha « € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my).

Bizonyitas

K(o) elemei egyértelmiien ag + ajor + ... + a, 10"~ ! alakban
irhatdk, ahol ag, a1, ...,an—1 € K & n = gr(m,).

Ezért 1,cv,...,a" ! bazis L-ben K f5l6tt, elemszama n. O
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Véges bévités

6.1.18. Definicié
Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,,).
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Véges bévités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor az n szam az o foka K folétt, jele gry(«).
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Valéban: 1,a, 02, ..., " fiiggetlen K folétt minden k-ra.
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K < L véges bdvités, ha L véges dimenziés K folott.
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Ekkor az n szam az o foka K folétt, jele gry(«).

Tehat gr(a) = |K(«) : K.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K(«) : K| végtelen. J

2

Valéban: 1,a, 02, ..., " fiiggetlen K folétt minden k-ra.

6.1.17. Definicié J

K < L véges bdvités, ha L véges dimenziés K folott.

Tehat K < K(«) akkor és csak akkor véges bévités,
ha « algebrai K folott.
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Véges boévités egyszeriisége

6.3.8. Tétel, NB
Legyen K < L < C véges testbdvités.
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Véges boévités egyszeriisége

6.3.8. Tétel, NB

Legyen K < L < C véges testbévités. Ekkor K < L egyszerd,
azaz van olyan v € L, hogy L = K(~).
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Legyen K < L < C veéges testbovités. Ekkor K < L egyszerii,
azaz van olyan v € L, hogy L = K(~).

Ahelyett, hogy C résztesteirdl van sz6, elég foltenni, hogy
K karakterisztikaja nulla,
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azaz van olyan v € L, hogy L = K(~).

Ahelyett, hogy C résztesteirdl van sz6, elég foltenni, hogy
K karakterisztikaja nulla, vagy hogy K véges (6.3.9-11).
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Véges boévités egyszeriisége

6.3.8. Tétel, NB

Legyen K < L < C veéges testbovités. Ekkor K < L egyszerii,
azaz van olyan v € L, hogy L = K(~).

Ahelyett, hogy C résztesteirdl van sz6, elég foltenni, hogy
K karakterisztikaja nulla, vagy hogy K véges (6.3.9-11).

Példa (v6. 6.4.22-27), nem kell tudni

Legyen L az f(x,y)/g(x,y) polinom-hanyadosok teste, ahol
f.g € Zp[x,y] és g # 0 (p prim).
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f.g € Zplx.y] és g # 0 (p prim). Vegyiik az x”, y” elemek altal
generalt K résztestet.
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Nyilvan K(x,y) = L,
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Nyilvan K(x,y) = L, és x,y algebrai K folétt, hiszen xP, y? € K,
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belathats, hogy |L : K| = p.
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mivelettartd,
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