1. Generalt részcsoport

Generalt altér és ciklikus részcsoport

Emlékeztets

Ha V vektortér, akkor a vi,...,v, € V elemek altal generdlt altér elemei a
A1v1 + ... + Apu, alaka vektorok. Jele (vq, ..., v,).

Ez a legszikebb altér, ami vy,...,v,-et tartalmazza. Azaz minden W altérre,

ha vy,...,v, € W akkor (v1,...,v,) CW.

Emlékeztets

Ha G csoport, akkor a g € G elem altal generdlt részcsoport elemei a

g™ alaka elemek (ahol n egész). Jele (g).

Ez a legsziikebb részcsoport, ami a g-t tartalmazza. Azaz minden H részcso-
portra, ha g € H, akkor (g) C H.

Mi legyen (g1,...,Gn)?

Generalas Z'-ban

Tegyiik fol, hogy Z" egy H részcsoportja tartalmazza a 18 és 26 szamokat.
Milyen szamokat kell még tartalmaznia?

Mivel H zart a kivonasra, 8 =26 — 18 € H.

Mivel H zéart az Osszeadasra, 16 =8 +8 € H.

Mivel H zéart a kivonasra, 2= 18 — 16 € H.

Mivel H zart az Osszeadéasra és a kivonasra, minden péaros szam H-ban van (a
pozitivak és a negativak is). Ezek részcsoportot alkotnak, t6bb szamot nem kell
bevenni.

Vagyis a 18 és 26 szamokat tartalmazo legsziikebb részcsoport a paros szamok
részcsoportja. Kézenfekvs: (18,26) = paros szamok.

HF: Az m és n-et tartalmazo legsziikebb részcsoport az m és n legnagyobb kozos
osztojanak tobbszoroseibsl all.

Generalas a nemkommutativ esetben

Tegyiik {6l, hogy Sy egy H részcsoportja tartalmazza az (123) és (12)(34) per-
mutaciokat. Mit kell még tartalmaznia?

Mivel H zart a szorzasra, (134) = (123)(12)(34) € H.

Hasonloan (243) = (12)(34)(123) € H, tovabba

(132) = (123)? € H, (143) = (134)% € H, (234) = (243)% € H.

Ez eddig Osszesen 8 elem az id permutacioval egyiitt. Addig kellene folytatni,
amig részcsoportot mnem kapunk.

Gyorsitas: (123) és (12)(34) paros permutécio, ezért minden szorzasnél, inverz-
képzésnél paros permuticiot kapunk. Lagrange tétele miatt A4-nek legalabb 8
elem részcsoportja csak maga A4 lehet. Ezért csak A4-nél allhatunk le.

Vagyis az (123) és (12)(34) permutéciokat tartalmazo legszikebb részcsoport az
Ay alternalo csoport. Kézenfekvs: ((123),(12)(34)) = Ay.



Generalt részcsoport

4.6.3. Definicio
Tetsz6leges G csoport esetén az X C G altal generdlt részcsoport a legszikebb
X-et tartalmazo részcsoportja G-nek, jele (X).

Ez azt jelenti, hogy G minden olyan H részcsoportja, amely tartalmazza X
elemeit, tartalmazza az (X) részcsoportot is. Az X részhalmazt G generdtor-
rendszerének nevezziik (illetve azt mondjuk, hogy X generdlja G-t), ha (X) = G.

4.6.7. Allitas
A generalt részcsoport egyértelmiien létezik. Ugy kaphatd, mint az X-et tartal-
mazdb részcsoportok metszete.

Megjegyzés: az iires halmaz altal generélt részcsoport az egységelembdl all.

A generalt részcsoport létezése
Az X altal generalt részcsoport olyan H DO X részcsoportja G-nek, melyre
tetszéleges K < G esetén X C K <— H CK.

4.6.7. Allitas
Ha X részhalmaza a G csoportnak, akkor az X altal generalt részcsoport egy-
értelmi, és létezik is, mint a G azon részcsoportjainak metszete, melyek X-et
tartalmazzak.

Bizonyitas

Létezés: Legyen H az X-et tartalmazo6 részcsoportok metszete. Ez X-et tar-
talmazo részcsoport (mert részcsoportok metszete). Ha X C K <G, akkor K
tényezGje a H-t add metszetnek, igy H C K.

Egyértelmiiség: Ha Hy és Ho is ilyen, akkor X C Hy és X C Hy. A feltételt
K = Hs-re alkalmazva X C Hy, = H; C H,. Szerepcserével Hy C Hj. O

A generalt részcsoport elemei
Tudunk-e képletet adni a generalt részcsoport elemeire?

4.6.1. Allitas (bizonyitas, mint vektorterekre)

Legyen A kommutativ csoport, melyben a mitivelet jele a + és g1,...,g9, € A.
Tekintsiik az myg1 + ... + mug, elemek (,linearis kombinaciok”) L halmazat,
ahol m; egész szamok. Ekkor L = (g1,...,gn).

4.6.8. Tétel (NB)

Legyen G csoport és X C G. Ekkor (X) a G azon elemeibdl all, melyek folirha-
tok az X elemeibdl és azok inverzeibdl képzett akarhany tényezds szorzatként
(X minden eleme t6bbszor is felhasznalhato egy ilyen szorzatban).

(Ide kapcsolodik a szabad csoportokol szolo 4.10.2. Tétel.)



2. Homomorfizmus

Izomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definici6 (ismétlés)

Legyen G csoport a * miiveletre, és H csoport a e miiveletre. A ¢ : G — H
leképezés csoporthomomorfizmus, ha mivelettarts: ¥(axb) = 1p(a)e(b) minden
a,b € G-re. Ha 1 kolcsonosen egyértelmd, akkor v izomorfizmus.

4.7.7. Homomorfizmusok, amik nem izomorfizmusok

G = H =C*, p(2) = |2| (abszolut érték).
6) G =Rlz]*, H=CT, o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).

Az izomorfizmus és a homomorfizmus haszna

Az izomorfizmus azért hasznos, mert az egyforman viselkeds strukturdk koziil
csak egyet kell megérteniink.

Egy olyan homomorfizmus, amely nem izomorfizmus, sokszor egy bonyolult
struktarat képez egy egyszeriibbe. Az egyszertibb struktiurdban méar tudunk
dolgozni, és ezzel informaciot nyeriink a bonyolultabbrol is. Ezt tessziik az
életben is, folyamatok modellezésekor. A ,modellezés” a ,lényeget megdrzs”
leképezés.

4.7.1 Kérdés
Elgall-e az (12) transzpozici6 harmasciklusok szorzataként?

Az sszes szorzatot nem tudjuk attekinteni. Az eldjelképzés (homomorfizmus!)
segit, mert +1-gyel konnyd szamolni.

Elemi tulajdonsagok

2.2.44. Feladat

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus. Ekkor ¢ az egységelemet az egység-
elembe viszi, és inverz képe a kép inverze lesz (azaz ¢ az inverzképzés miiveletét
is tartja).

Bizonyitas
o(lg) = p(lg *1g) = p(1g) ® p(1g). Innen (1g)-vel egyszerisitve (vagyis az
inverzével szorozva) 1y = ¢(1g). Az inverzre vonatkozo allitas bizonyitasa HF.



4.3.15, 4.3.16. Gyakorlat
Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus és g € G. Ekkor ¢(g) rendje osztdja
g rendjének. Oka: ¢ tartja az egész kitevsji hatvanyozast: o(g*) = ¢(g)*.

Homomorfizmus képe

4.7.2. Definicid
Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Im(p) ={p(a) |ac G} C H
a  képe (vagyis a ¢ fliggvény értékkészlete). Nyilvan Im(p) részcsoport H-ban
(4.5.23. Gyakorlat), és ¢ akkor és csak akkor sziirjektiv, ha Im(y) = H.

Példak
(1) G=H =C*, p(z) = |z| (abszolut érték).
Ekkor Im(yp) a pozitiv valés szamok részcsoportja.

(2) G=R", H=C", p(r) = ri.
Ekkor Im(yp) a tisztan képzetes szamok részcsoportja.

(3) G csoport, G < H, ¢(g) = g. Ekkor Im(p) = G, és igy minden részcsoport
egy alkalmas homomorfizmus képe.

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié
Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p) ={a € G : p(a) =1y} CG
a ¢ magja (itt 1 a H csoport egységeleme). Nyilvan Ker(p) részcsoport G-ben,
és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(yp) = {1¢}.

Peéldak
(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eljele (azaz +1).
Ker(p) az A, alternédlé csoport.

(2) G=GL(n,T), H=T%, p(A) = det(A).
Ker(p) a specidlis linedris csoport, jele SL(n,T).

(3) G =R[z]*, H=C", o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).
Ker(p) az 22 4+ 1 tébbszoréseibdl all (HF).



3. Normaloszt6 és faktorcsoport

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Tétel

A G csoport N részesoportja akkor és csak akkor magja egy alkalmas, G-n értel-
mezett homomorfizmusnak, ha a szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok
megegyeznek, vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gN = Ng.

Az ilyen részcsoport neve normdloszto, jele N <G.

Legyen ¢ : G — H és p(g) = h. Ekkor gN = Ng, mert

e(g)=h <= o(g)=¢(g) <= olg7'¢)=1gp <=

< g l¢g € Ker(p) = N <= ¢ € gN.
e(g)=h <= o(¢g)=¢(g) <= og'g7") =1p <=
< ¢g'g7t €Ker(p) = N < ¢ € Ng.

Az S5 csoportban H = {id, (12)} nem norméaloszto,
mert (123)H = {(123), (13))} # H(123) = {(123), (23)}.

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és N részcsoportja G-nek, melyre gIN = Ng minden g € G-
re. Alljon a K halmaz az N szerinti mellékosztalyokbol, és vezessiink be rajta
szorzast a

(91N) - (g2N) = 192N
képlettel. Ekkor K csoport, egységeleme az N = 1- N mellékosztaly, a gV inver-
ze g IN. Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez gN-et rendeli, homomorfizmus,
melynek képe K, magja N.

A fenti konstruckio6 részletes motivacioja a jegyzetben!

4.7.15. Definicio
A K a G csoport N szerinti faktorcsoportja, jele G/N.
A 1 neve természetes homomorfizmus.

A joldefinidltsag problémaja

Ertelmes-e a (g1 N) - (g2 N) = g1goN definicio?

Mit jelent a ,narancsszin”? Egy narancsnak a szine. Mindegy melyiké: ha méasik
narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autészin™ Semmit, rosszul definidlt fogalom. Hiszen az egyik
auto6 zold, a mésik eziistszint, a harmadik kék.



Mi legyen az M, és Ms mellékosztalyok szorzata?

Vegyiink egy g1 € Mj-et, akkor My = g1 N.

Vegyiink egy go € Ms-t, akkor My = gaN.

Deﬁniéljuk: Ml . M2 = gngN.

Ha mashogy valasztunk: My = ¢4 N és My = g4 N, akkor AZT KELL ELLEN-
ORIZNI, hogy gi1goN = 9195N. Vagyis ha méashogy reprezentaljuk, ugyanaz
lesz a szorzat.

A joldefinialtsag bizonyitasa
Kell: My = g1 N = g1N és My = goN = go3N = g1g2N = g1g5N.
Tudjuk, hogy gN = Ng minden g € G-re. Ezért

9192N = g195N = g1Ngj = g1 Ngj = g195N.
Tehat a szorzés a K halmazon tényleg joldefiniélt.
A G/N egységeleme N =1-N.
Valéban, (1N)(gN) = (1-¢g)N = gN és hasonléan (¢N)N = gN.
Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)
A szorzas K-ban asszociativ.
Minden elemnek van kétoldali inverze.

A ¢(g) = gN termeészetes homomorfizmus tényleg homomorfizmus,
melynek magja tényleg N.

A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel
Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus, akkor Im(¢) = G/ Ker(p).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(p). Ekkor a gN + ¢(g) megfeleltetés joldefinialt, mivelettar-
t6 és kolesonosen egyértelmii. O

Specialisan |[Im(y)| = |G|/|Ker(p)].

Ez analog a linearis algebra dimenzidtételével: dimIm(A) = dim V —dim Ker(A).
Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V| = |T|4mV

és ezért [Im(A)| = |V|/|Ker(A4)].

Létezik az analog faktortér (és a faktorgytrt) fogalma is.

Alkalmazas: a komplex szamok preciz bevezetése (késSbb).



A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf RY /Z1?

Megoldas

Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolut értéki szamok). Ez csoport a
szorzésra. Belatjuk, hogy R /ZT =~ K.

Legyen ¢ : Rt — C*, melyre (1) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor a szogek 6sszeadddnak.
Nyilvan Im(y¢) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(27r) 4 isin(2nr) = 1 akkor és csak akkor, ha r
egész szam.

Ezért a homomorfizmustétel miatt K = Im(¢) =R* /Ker(¢) = RY /ZT. O

Ennél a modszernél elére meg kell tippelni, mi a faktorcsoport.

Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen ¥ : G — Sx az a leképezés,
amely a g € G elemhez a g hatdsat, mint permutéciot rendeli,

azaz U(g)(z) = g * xz. Ekkor ¢ csoporthomomorfizmus.

Biz.: U(gh)(x) = (gh) xz = g * (h* ) = [¥(g) o U(h)](). O

4.6.24. Tétel (Cayley)
Minden csoport izomorf egy permutacidécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel permutaciot a Cayley-téablazat g-hez
tartozo sora adja meg.

Formalisan: Legyen X = G és g+ x = gz (vagyis G énmagéan hat balszorzéssal).
Legyen U az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint. Ker(¥) = {1},
mert ha g x h = h minden h-ra, akkor ¢ = 1. A homomorfizmus-tétel miatt



4. Szamolas a faktorcsoportban

Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
Irjuk f5l a Dy/{1, 2} faktorcsoport szorzastablajat.

N:{l’fQ}v F:fN:{fva}v T:tN:{tvtfz}v S:th:{tfvtfg}'

N F T S
N|N F T S
F|F N S T
T|\T S N F
S|S T F N

Példaszorzat: ST =7

S=tfN, T=tN = ST =tftN =?

Mivel ft =tf~' =tf3, ezért tft =ttf3 = f3 € F. Azaz ST = F.
Elemrend: F rendje 2, mert F?2 = f2N = N, de F # N.

Viszont f rendje Dy-ben 4.

Elemrend a faktorcsoportban

4.7.20. Allitas
Legyen N<G és g € G. Ekkor a gN € G/N elem rendje a legkisebb olyan pozitiv
n egész, melyre g™ € N, és végtelen, ha nincs ilyen n. HE: o(gN) | o(9).

Bizonyitas

k € Z pontosan akkor jo kitevSje a gN mellékosztalynak, ha (gN)* = N (a G/N
csoport egységeleme). De (gN)* = g*N (a szorzasnal minden tényezobol a
g elemet valasztva reprezentansként). Tehat & pontosan akkor jo kitevs, ha
g"N = N, azaz ha g* € N. Mivel a rend a legkisebb pozitiv jo kitevs, az
allitast belattuk. O

Példa: Z1 /{1,15} ciklikus, mert 3{1,15} rendje 4.
Z1s /{1,9} nem ciklikus, minden elemrend 1 vagy 2.



5. Normaloszto keresése

A normaloszt6 jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkezdk ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a részhalmazai, mint
az N szerinti jobb mellékosztélyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.

(3) Minden g € G és a € N esetén gag~! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = N¢', akkor g € gN = N¢'.
De g € Ng, ésigy g€ NgNNg', azaz gN = Ng' = Ng.

(2) <= (3) A (3)-beli feltétel azzal ekvivalens, hogy gNg=—! C N,

azaz gN C Ngminden g € G-re. Ezt g helyett g~!-re alkalmazva ¢! N C Ng—!

adédik, ahonnan g-vel jobbrol és balrél szorozva Ng C gN.

Kis indexti részcsoportok

A G csoport triviglis normalosztoi: {1} és G.

4.7.19. Allitas
Kett6 indext részcsoport mindig norméloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van N szerint. Az egyik
N, a masik tehdt N komplementuma, azaz G — N. Ugyanez azonban a jobb
oldali mellékosztéalyokra is igaz. Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza
is {N,G — N}. O

A diédercsoportban a forgatasok 2 indext normalosztot alkotnak.

Az Ss-ban {id, (12)} harom indexd, és nem normaloszté.

Paratlan rendi csoportban viszont minden harom indexd részcsoport normal-
o0szt6 (4.12.42. Feladat).

A konjugalas

4.1.19. Definicio

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A grg™" szorzatot az x elem g-vel
vett konjugdltidnak nevezzik (x € G). Az a ¢, : G — G leképezés, amely
minden z elemhez gzg~'-et rendel, a g elemmel valo konjugdlds.
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4.1.18 Gyakorlat
Ha f o szogi forgatas P koriil, akkor gfg~! forgatds g(P) koriil, mégpedig o
szoggel, ha g mozgas, és —a szdggel egyébként. O

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg~ ' ,ugyanaz”, ha g-vel ,atfestjiik”
a sikot.

Masképp: mindegy, hogy el6szor alkalmazzuk f-et, és utana festiink g-vel, vagy
el6szor festiink g-vel, és utana alkalmazzuk f konjugaltjat:

gf (@) = (9fg~Hg(x). A bazistranszformaci6 és az izomorfizmus is atfestés.

Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)
Ha g € G, akkor a g-vel konjugalds (a ¢(x) = grg~" leképezés) a G csoportnak
Onmagara valo izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)
A konjugaltsag ekvivalenciarelacio. A kapott osztalyokat a csoport konjugdlt-
osztdlyainak nevezzik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszto, ha zdrt a konjugdldsra,
azaz ha konjugaltosztalyok egyesitése.

4.8.14. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportban két elem pontosan akkor konjugélt, ha a cik-
lusfelbontasuk ,egyforma”, azaz ugyanannyi, ugyanolyan hosszu ciklus szerepel
benniik. O

A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat
Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas

Legyen H az (12) és (12...n) &ltal generalt részcsoport. Lattuk (4.8.14. Gya-
korlat), hogy ha f € S, akkor

flr.cap)f~ = (flz1) ... flzg).

Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugélva (23) adodik, azaz (23) € H. Ezt ismételten
konjugalva kapjuk, hogy (34),...,(n —1,n) € H. Igy a kérdés az (4.2.27. Gya-
korlat), hogy szomszédos elemek cseréjével megkaphato-e minden permutéacio.
Ha g(n) =k, akkor h = (n,n —1)(n—1,n—2)...(k+1,k)g az n-et n-be viszi.
Igy n szerinti indukcioval érvelve h € H, ahonnan g € H. O

10



