1. Bevezetés

A félév anyaga, irodalom
o Célkitiizés: Az absztrakt algebrai fogalomalkotas bemutatasa.

— Csoportelmélet: szimmetridk, leszamlalasok, algoritmusok.
— Gytirtk és testek, algebrai kodelmélet.

Jegyzet: Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba
www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011-0001-526_kiss_emil

http://ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas

— Ez a prezentacid, és a nyomtathato valtozata

— A gyakorlatokon szerepld feladatok

— A jegyzetben szerepl§ feladatok megoldésai

— Informéaciok a vizsgékrol, zarthelyikrsl

— Tematikak, oktatasi anyagok, kiegészité irodalom

e Czédli-Szendrei-Szendrei: Absztrakt algebrai feladatok

Az el6adéson figyelni érdemes, nem jegyzetelni!

— Ez a prezentacié definidlja a vizsgakovetelményeket.
— Nyomtathato valtozat is letolthets.
— Hivatkozasok a tankdnyvre, ahol magyarazatok is vannak.

A szamonkérés méodja
e A gyakorlati jegy:

— Csak harom hianyzas megengedett.

— Minden gyakorlaton ropdolgozat (atmenési kritérium);
Tematika a gyakorlatvezetd dontése alapjan:

x az el6z6 eldadason elhangzott tételekbdl, definiciokbol;
* az el6z6 heti gyakorlaton tanult készségekbdl.

— Két évfolyamzarthelyi;
x az elégtelen zarthelyiket ki kell javitani;
* javito a félév végén, a gyakorlatvezet§ dontése alapjan.
+* Ha nem sikeriil: gyakorlati jegy utovizsga.

o A wizsgajeqy:

— Csak érvényes gyakorlati jeggyel lehet vizsgazni.
— Trasbeli vizsga, az anyag megértését is méri.
— Az els6 rész: beugr6 a ropdolgozatok anyagébol.

A maésodik rész rész: a megértést ellendrzé kérdések.

A harmadik rész: egy bizonyitas, amit kdtelezd tudni.



2. Kristalyok szimmetriai

Haromsz6g-szimmetria

L

Rubin Zafir Kalcit
aluminium-oxid: Al,Og kalcium-karbonat: CaCOsg

Hematit Ametiszt Kvarc
vasoxid: Fes O3 szilicium-dioxid: SiO»

Hatsz6g-szimmetria

Berill (berillium-aluminium-szilikat): BesAl (SiO3)s
Egy szimmetriatengely koriili 60°-os elforgatés.

Vorés berill Smaragd Akvamarin



Kocka—oktaéder-szimmetria

Osszesen 48 szimmetria.

Galenit Gyémaént Fluorit
6lom-szulfid: PbS szén: C kalcium-fluorid: CaFy

3. Szimmetridk a fizikiAban

A bolygémozgas szimmetriaja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygok keringése soran a bolygd energidja, perdiletének nagysdga és iranya
nem valtozik a mozgéas soran. A nap kozéppontja, a Fold koézéppontja és se-
bességvektora egy sikot hataroz meg, melyre a kiinduloallapot szimmetrikus.
Igy az egész mozgas is tilkorszimmetrikus, azaz a Fold mindvégig benne marad
ebben a sikban.

C.5.4. Tétel
Emmy Noether eredménye szerint 6sszefiiggés van a téridd szimmetriai és a fizika
megmaradé mennyiségei (lendiilet, energia, perdiilet) kozott.

Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, a hidrogén elnyelési és emisszios vonalai.

Metanmolekula: CHy, 24 szimmetria (szabélyos tetraéder).

Zeeman-hatds: a magneses tér a szinképvonalakat két vagy harom komponensre
bontja szét. Oka: méagneses térben megszinnek egyes szimmetridk.
Matematikai apparatus: a szimmetridk csoportjan alapul.




Lorentz-transzformaciok

A specialis relativitaselméletben a téridé szimmetriit a Lorentz-transzformdcick
adjak meg.

Lasd Kiss-jegyzet, 4.1. és C.6. szakasz. A C.7. szakaszban az Androméda-kédbe
is elutazunk. A fenti kép az infravorés tartoményban késziilt.

4. Matematikai alkalmazasok

Kartyakeverés

~Emelés”. a csomag tetejérsl az aljara tesziink egy lapot.
HF: Az emelés és a fels6 két lap cseréjének sokszori alkalmazésaval minden
sorrend megkaphato6 (ha elég tigyesek vagyunk.)

Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valoszinidséggel, fiiggetleniil, nagyon sokszor, vélet-
lenszerten alkalmazzuk, akkor egy id6 utédn a csomag jol megkeveredik, azaz a
lapok minden sorrendjét kozel egyforma valdszintiséggel megkapjuk.

Sokkal altalanosabban is igaz. Az 1/2 helyett minden pozitiv valoszintség jo, és
a mozdulatok masmilyenek is lehetnek (csak ki lehessen keverni bel6liik minden
sorrendet). Bizonyitas: ugyanaz az apparatus, mint a metanmolekulanal.

Csoportok a geometriaban

Sokféle geometriat hasznos vizsgalni. Példak:
e cuklideszi geometria,
e Bolyai-geometria,
e gombi geometria,

e projektiv geometria.



Erlangeni program (Felix Klein, 1872). Altalanos vezérls elv: milyen szimmet-
riak érvényesek. A  helyes’ fogalmak ezek ,nyelvén” definialhatok.

Projektiv geometridban az egyenestarté transzformaciok. Ilyen példaul a vetités
(fényképzés, panoramaképek illesztése).

Szamelmeéleti alkalmazasok

Binom kongruenciak

Az 2% = a (p) kongruenciat akarjuk megoldani (p prim). Csoportok segitségével
linearis kongruenciava alakithatd. FEzeket mar meg tudjuk oldani euklideszi
algoritmussal.

Dirichlet tétele
Ha (a,b) = 1 és a # 0, akkor van ak + b alaku prim.

Bizonyitas (nagyon nehéz)
Két alapvet6 matematikai apparatust hasznal:

e Komplex fliggvények analizise, becslések;

e csoportkarakterek véges kommutativ csoportokra.
Szalay Mihaly: Szamelmeélet (kozépiskolai tagozatos tankonyv).
Tovabbi alkalmazasok

e Logikai jatékok (Rubik-kocka, 4 x 4-es tologatos).

e Leszamlalasi problémak (amikor példaul vannak ,azonosnak” szamito meg-
old4sok: Burnside-lemma).

e Egyenletek megoldhatosaga (a legalabb 6todfoki polinomok gyokeit alta-
laban nem lehet a négy alapmitivelettel és gyokvonasokkal meghatarozni).

e Csomok (kibogozasanak) elmélete.
e Feliiletek osztalyozéasa (homoldgiacsoportok).
e Differencialegyenletek megoldhatosaga (Lie-csoportok).
o Képtomorités wavelet-ek segitségével, Fast Fourier Transform.
A csoportelmélet rendkiviil mély! A wvéges egyszeri csoportok osztdlyozdsdnak

bizonyitésa tobb, mint tizezer oldal! Alkalmazésai: kombinatorikiban, algo-
ritmuselméletben.




5. A csoport fogalma

A csoport definicidja
2.2.13. Definicié
A G nem tires halmaz csoport, ha értelmezett rajta egy kétvaltozos * mitivelet
gy, hogy
(1) a = mtvelet asszociativ, azaz minden g, h, k € G esetén (gxh)xk = gx(h*k);
(2) létezik e € G kétoldali neutrdlis elem, melyre e * g = g x e teljesiil minden
g € G-re; (HF: csak egy neutralis elem lehet)

1 1 1

(3) minden g € G-nek van kétoldali g~ inverze, melyre gxg~' =g txg =e.
(HF: minden elemnek csak egy inverze lehet)
Kommutativ csoport, vagy Abel-csoport:

(4) a x kommutativ, azaz minden g, h € G esetén g x h = h * g.

A miiveletek jelGlése

Altalaban * helyett egymas mellé irds, neve szorzds. A neutralis elem neve
egységelem, jele 1. A g és h folcserélhetd, ha gh = hg.
HE: A gh inverze (gh)~! = h=1g~1.

Kommutativ miivelet jele gyakran +, neve dsszeadds. A neutrélis elem neve
nullelem, jele 0. Az inverz neve ellentett, jele —g.
A Fkivonds az ellentett hozzaadasa: g — h = g+ (—h).

Asszociativ miiveletnél egy soktényezds szorzatot akarhogy zarojeleziink, ugyan-
azt kapjuk (2.2.2. Feladat). Ha kommutativ is, akkor a tényezSk sorrendje sem
szamit (2.2.5. Feladat).

6. Példak csoportokra

Additiv és multiplikativ csoport

Minden R gytird (és vektortér) csoport az Osszeaddsra.
Ez az R additiv csoportja, jele RT.

Peldak: C, RY, QF, z*, z}, T, "™, Hom(V,W).

Ha R egységelemes gytrd, akkor az invertalhato elemek csoportot alkotnak a
szorzasra. Bz az R multiplikativ csoportja, jele R*.

Példak: A nem nulla komplex/valos/racionélis szamok.

A 7 csoport elemei 1 ¢s —1 (a Z gytiri egységei).

(T”X") " elemei a nem nulla determindnst matrixok. E csoport neve dltaldnos
linedris csoport, jele GL(n,T).

HF: A Z) csoport elemei 0,1,...,n — 1 koziil az n-hez relativ prim szamok
(2.2.3. Feladat). Specialisan Z; elemszama p — 1, ha p prim.



A kvaterniécsoport

4.5.21. Gyakorlat

Elemek: +1, +i, +4, £k. Szabalyok: 2 = j2 = k%2 = —1,
ij =k, jk =1, ki = j, viszont ji = —k, kj = —i, ik = —j.
Az asszociativitas ellendrzése matrixokkal a gytrtiknél.

Q | 1 i j k-1 —i —j —k
1 1 & § ok -1 —i —j —k
il i1k —j —i 1 —k j
il -k -1 i - k1 —i
k|l k j —i -1 —k —j i

“1|-1 —i —j -k 1 i j k
i |- 1 -k j i -1 k —j
=i k1 - j -k -1 i
—k|-k —j i 1 k j —i -1

A szimmetrikus csoport

Legyen X halmaz. Az X — X kdlcséndsen egyértelmii leképezéseket X transz-
formdcidinak nevezzik, halmazuk Sx.

Figyelem: A lineéris transzformécick kozott megengedtiink nem bijektiveket is!
A mostani terminologia maés.
Ha X véges, akkor inkdbb permutdciokrol beszéliink.

Ismétlés

Ha f,g € Sx, akkor legyen (fog)(z) = f(g(x)). fog az f és g kompozicidja vagy
szorzata, jele néha fg. Ez asszociativ mitvelet, de altaladban nem kommutativ.
Az identitas egységelem: id(z) = x minden € X-re. Minden f € Sx fliggvény-
nek van kétoldali inverze: h = f~1 azt jelenti, hogy f(z) =y <= h(y) = x.
Ezért Sx csoport a kompoziciéra. Neve: szimmetrikus csoport.

Ciklusfelbontas

4.2.17. Definicié

Legyen X halmaz és x1, zo, 23,..., 251,25 € X. Ekkor (x1,29,23,...,T_1,Tk)
az a permutacio, amelynél x1 — xs — x3 — ... — Tp_1 — T —> X1, és X tObbi
eleme a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.

Diszjunkt ciklusok: nincs kozos elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)
Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutécioé a sorrendtdl eltekintve
egyértelmtien felirhato paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

1 2 3 45 6 7 89

Példa: 1) 1 g 7 9 5 5 8 3

= (14752)(39).



Az elGjel kiszamitasa
4.2.24. K6vetkezmény
Paros hosszu ciklus paratlan permutacio, paratlan hossza ciklus paros permu-

tacio. Egy permutécio pontosan akkor paratlan, ha ciklusfelbontasaban a pdros
hosszu ciklusok szdma pdratlan.

Bizonyitas

E (xl N :L‘k) = ((Elxg)(wgl'g) e (:L‘kfgxk,l)(.%'kflik).

Azaz egy k hossza ciklus £ — 1 darab transzpozicié szorzata. Hasznaljuk f6l,
hogy sg(fg) = sg(f)sg(g)- L

4.8.14. Gyakorlat, HF
Ha f € S, akkor f(zy...2%)f 1= (f(xl) . f(xk)), igy ha g € S, akkor ¢ és
fgf~! ugyanannyi, ugyanolyan hosszt ciklusbol all.

7. Szimmetriacsoportok

A haromszo6gek szimmetriai
Mik az ABC haromszog szimmetriai?
Ha egyenld szaru, akkor tiikrézés az alap felez6 mercGlegesére. Ha szabélyos,

akkor a harom tiikrozés mellett harom forgatds: a haromszog kézéppontja koriil
120, 240, 0 fokkal. Ez utobbi (az identitds) minden haromszognek megvan.

Definicio

A haromszog szimmetridja a sik egy olyan egybevdgosagi transzformaciéja, ami
a haromszoget 6nmagaba képzi. Ilyenek kompozicidja és inverze is ilyen. Ezért
a szimmetridak csoportot alkotnak.

HF': A szabalyos haromszognek csak e hat szimmetriaja van.

A szabalyos haromszog szimmetriacsoportja

C Aty a BC felez6 merdlegesére tiikrozés.
N
‘a Az f az O korili +120 fokos forgatés.
I Az f? = fo f a +240 fokos forgatas.
te B Az Algebral-ben hasznalt jeloléssel:
d— A B C fe A B C 2o A B C
“Tla B C B C 4 “lc A B
; A B C ; A B C fo = A B C
A7lA ¢ B] B |c B A] T |B A C



fta=? A A—B;, B—C—A, Cw~ Bw—C. Azaztc.
tota =7 Forgatés a tengelyek szogének kétszeresével. Azaz f.

Cayley-tablazat

A csoport szorzdstdbldja (Cayley-tablazat): A g soranak és h oszlopanak met-
széspontjaban gh.

D id f f2 ta tp tc

id | id f f? tax tp tc
fLf f2id te ta tp
P17 id f o tg te ta
ta |ta tg tc id f f?
tg |tg tc ta f? id f
tc |te ta ts f f? id

Ds elemei {id, f, f?,t,tf,tf?}, ahol t = ta, tf =tp, tf?> =tc.
Elég ennyit tudni: f3 =id, t*>=id, tft=f"1(=f?).
Példa: tpte = (tf)(tf%) = (tf1)f> = [~ f> = [.

A diédercsoport
A szabéalyos n-szdg szimmetriacsoportja a D, diédercsoport.

Tétel (4.1.23. Allitas)

Legyen f a kozéppont korili 27 /n szogi forgatés, ¢ pedig a sokszog tetszéleges
tengelyes szimmetridja.

Ekkor D, = {f% = id = 1, f,f%, ..., f" "L t,tf,tf%, ..., tf" 1} (az els6 n
transzformacio forgatds, a tobbi tengelyes tikrizés). A szabalyos n-szognek 2n
szimmetridja van.

Ervényesek az f* =1, 2 =1, tfit= f"" osszefiiggések. Ezekbdl minden
szorzat kiszamithato:
F =1, tf)f =,
Frpy=ef=" @) =7,
ahol az f kitevSjében a + és a — jelek a mod n miiveleteket jelentik. A tf°
elemek mindegyikének 6nmaga az inverze. O

A kOr és a gobmb szimmetriacsoportja
A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kézéppont korili a szogd f, forgatdsok, tovdbba az atmérckre
valo tengelyes tiikrozések. Nyilvan fo fs = fa+p (az Osszeadas mod 360° érten-
d6). Ha t € O(2) tiikrozés, akkor tfot = f_o = fol. A tfy &s fot is tiikrozés,
két tiikrozés szorzata pedig forgatas. O

A gémb szimmetriacsoportjanak jele O(3).



Tétel (4.1.29. Feladat)

Az O(3) irdnyitdstarts elemei a kozépponton dtmend egyenesek koriili forga-
tasok. A gdmb tobbi szimmetridja egy ilyen forgatasnak és az xy sikra vald
tlikrézésnek a szorzata.

A sik ,szimmetriai”’
E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagosagi (tavolsagtartod) transz-
forméacioinak csoportjat a kompoziciora.

4.1.13. Allitas
A sik egybevagoséagi transzforméciol a kévetkezok.

1) Az identitds: minden pont fizpont (id(P) = P).

2) A nem identikus eltoldsok: nincs fixpontjuk.

4

(1)
(2)
(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5)

5) Cstisztatva tiikrozések (egy tengelyre tiikroziink, utdna a tengellyel par-

huzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.

Az eltolasok és a forgatasok mozgasok (iranyitastartok), a tiikkrozések és a csisz-
tatva tiikrozések nem. Minden egybevagosag elGall legfeljebb harom tiikrozés
szorzataként.

8. Izomorf csoportok

A kételemii csoportok szerkezete

Legyen G = {1,b} kételemt csoport, 1 az egységelem.

Ekkor 1x1 =1és 1xb=0>b=>bx1. Mennyi lesz b x b? Csak 1 vagy b lehet.
Ha bxb = b = bx 1, akkor az egyszertsitési szabaly miatt b = 1 lenne, ami
ellentmondéas. Tehat b*b=1. Vagyis az Osszes szorzatot ismerjiik!

¢li o) |z 1 1] | s ] ia a2l |zi]o
vl el | 1]t |l o anl]olon
plo 1] |-1]-1 1] |axn|ay @ || 1]1 0

E csoportok teljesen EGYFORMA SZERKEZETUEK!
Képlettel: ¢ : 1 — id, —1 — (12) bijektiv és mivelettarts: P(xy) = P(x)Y(y).
Peldaul o ((—1)(—1)) = id = ¢(—1)pp(-1).

10



Példak izomorfizmusra

4.3.1. Definicio

Legyen G csoport a * miiveletre, és H csoport a e miiveletre. A ¢ : G — H
leképezés csoporthomomorfizmus, ha mivelettarts: ¥(axb) = 1p(a)e(b) minden
a,b € G-re. Ha 1) kdlesonosen egyértelmi is a G és H halmazok kozott, akkor
¥ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok, ha van kozottiik izomorfizmus,
jele G2 H.

4.3.3. Példa

(1) G a valos szamok az Gsszeadéasra, H a pozitiv valos szamok a szorzésra,

P(g) = 109.

(2) G asik P pontja koriili forgatasok a kompoziciora, H a sik () pontja kortili
forgatasok a kompoziciora, 1(g) = fgf !, ahol f eltolas @—val.

Példak négyelemii csoportra

zX |1 2 3 4| |z5|1 3 5 7| |Zf|0o 1 2 3
1|1 2 3 4 113 5 7 001 23
212 41 3 313175 11 230
3 (3 1 4 2 515 7 1 3 212 3 0 1
4 (4 3 21 707 5 3 1 3 (3 01 2

Mely csoportok izomorfak ezek koziil?

VT = ZF, () =29 (azaz 0> 1, 1+ 2, 2+ 4, 3+ 3).
Ez mitvelettarto: 2%1Y = 272Y, gy Z; ~7X.
(Pontosabban azt kell ellendrizni, hogy 22T4¥ = 2% x5 2¥).

ZZ és g mem izomorfak, mert utébbinal g * g = 1 minden g-re, a méasikban
pedig nem (a két tablazat f6atlojaban latszik).

HEF': izomorfizmusnal egységelem képe egységelem.

9. Elemrend

Hatvanyozas csoportban (ismétlés)

2.2.19. Definicié

Legyen * asszociativ miivelet és n pozitiv egész. Ekkor a” jelentse az n tényezss
a*a*...xa szorzatot. Ez az a elem n-edik hatvinya. Ha a miivelet jele +,
akkor a™ helyett na-t irunk. Ez az a elem n-szerese (tdbbszirds).

Ha a * szorzéasra van 1 egységelem, akkor legyen a® = 1. Ha a + Osszeadésra
van nullelem, akkor legyen Oa = 0.
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Ha a-nak van egy b inverze, akkor legyen a=™ = b". Ha a-nak van egy b
ellentettje, akkor legyen (—n)a = nb.

Ertelmeztiik az egész kitevdji hatvany (tobbszords) fogalmat.

A hatvanyozas tulajdonsagai

2.2.20. Allitas
Legyenek a és b elemek egy G csoportban, ahol a mivelet jele egymas mellé iras,
és m,n egész szamok. Ekkor a kovetkezsk teljesiilnek.

(1) a=™ az a™ inverze.
(2) a™a™ = a™*tm.

3) (@m)" =amn

(4)

4) Ha a és b felcserélhetdk (ab = ba), akkor (ab)™ = a™b™.

Bizonyitas
Pozitiv kitevSkre egyszert leszamlalas. A t6bbi esetben esetszétvalasztas (HF).

Ismétlés

1.5. szakasz
Egy z komplex szam rendje a kiilénb6z6 hatvanyainak szama. Jele: o(z). Az n
jo kitevdje z-nek, ha z" = 1.

(1) A z-nek vagy barmely két egész kitevsji hatvanya kiilonboz6 (ilyenkor
a rendje végtelen), vagy pedig a hatvanyok a rend szerint periodikusan
ismétlgdnek.

(2) A rend a legkisebb pozitiv jo kitevs (véges rendd szamra).
(3) Tetszéleges k és ¢ egészekre, o(z) # oo esetén zF = 2f <= o(z) | k — ¢,

specidlisan zF = 1 <= o0(2) | k. A j6 kitevok tehat pontosan a rend
tobbszdrosei.

(4) A hatvany rendjének képlete: o(z*) =

(5) A z =1 az egyetlen olyan szam, melynek a rendje 1.

12



Csoportelem rendje

4.3.9. Definicio, 4.3.10. Gyakorlat
Egy g csoportelem rendje a kiillonbozs hatvanyainak szama. Jele: o(g). Az n jo
kitevdje g-nek, ha g™ = 1.

(1) A g-nek vagy barmely két egész kitevSjd hatvanya kiilonb6z6 (ilyenkor

a rendje végtelen), vagy pedig a hatvanyok a rend szerint periodikusan
ismétlgdnek.

(2) A rend a legkisebb pozitiv j6 kitevs (véges rendi elemre).

(3) Tetszéleges k és ¢ egészekre, o(g) # oo esetén gF = g* <= o(g) | k — ¢,
specidlisan g¥ = 1 <= o0(g) | k. A j6 kitevok tehat pontosan a rend
tObbszorssei.

(4) A hatvany rendjének képlete: o(g"*) =

o(9)
(o(g), k)
(5) A g =1 az egyetlen olyan elem, melynek a rendje 1. O

Példak elemrendre

(1) G=7Z2. Ekkor 0o(2) =4, mert 2! =2 #1, 22=4+#1,
29 =4.2=3#1, de2'=3-2=1.

(2) G =1Zg. Az 1-t6] kiilonboz6 elemek rendje 2, mert 3% = 52 = 72 = 1.

(3) G=2Z¢. Ekkor 0o(4) =3, mert 2-4=8%#0, de 3-4 = 0.
Altalaban Z;-ban o(k) = n/(n, k) (alkalmazzuk a hatvany rendjének kép-
letét a g = 1 elemre).

(4) Tikrozes rendje 2, eltolas rendje oo (kivéve az identitést).
k360°-0s forgatas rendje akkor véges, ha k raciondlis. Ha k = p/q egysze-
risithetetlen tort, akkor a rend gq.

HF (4.3.16): Ha ¢ : G — H izomorfizmus, akkor megdrzi az elemrendet, azaz

minden g € G-re g és 1(g) rendje ugyanaz. Ezért Z2 nem izomorf Zg -cal, mert
ZZ-ben csak egy méasodrendi elem van, Z§ -ben pedig harom.

Permutacié rendjének leolvasasa

4.3.12. Allitas

Az f = (x1,...,2%) ciklus rendje k, vagyis a hossza. Permutéacié rendje a
diszjunkt ciklushosszak legkisebb kozos tobbszorose.

Pelda: (23)(15)(45)(42)(13) = (12)(354) rendje [2,3] = 6. FONTOS: a ciklusok
diszjunktak kell, hogy legyenek!
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Bizonyitas

Ha ¢ < k, akkor f az xi-et x4y, # 1-be viszi, igy f* # id. De fF = id,
mert a ciklus minden eleme egyszer ,kérbemegy”. Legyen g = ¢; ... gm, ahol
g1, .-, gm diszjunkt ciklusok. Ekkor g¢ = id <= gf = id minden j-re, mert
ezek a ciklusok diszjunkt halmazokat mozgatnak. De gf = id <= g, rendje
(vagyis a hossza) osztoja f-nek. Tehat g jo kitevéi a g; ciklusok hosszainak
koz6s tobbszordsei. O

Ciklikus csoportok

4.3.17. Definicié
A G csoport ciklikus, ha egy eleme hatvanyaibol all.
Az ilyen elem neve G egy generdtora.

ZZ ciklikus, generatorai 2 és 3, vagyis a negyedrend( elemek.
Zg nem ciklikus, mert minden eleme legfeljebb masodrend.
7" ciklikus, az 1 és a —1 generalja (egész t6bbszorosok!).

Z." ciklikus, példaul az 1 generalja.

4.3.20. Tétel
G ciklikus <= G277 vagy G=Z}.

Valoban: ha G ciklikus és g generalja, akkor legyen n = o(g).
Ha n < oo, akkor ¢ : ZT — G, ¢(k) = ¢* izomorfizmus.
Ha n = oo, akkor ¢ : ZT — G, ¥ (k) = ¢* izomorfizmus. O

Elemrend és generatorok ciklikus csoportban

4.3.24. Allitas
Egy n elemi ciklikus csoportban ¢(n) generatorelem van. Minden csoportelem
rendje osztoja n-nek. Minden d | n-re ¢(d) darab d rendd elem van.

Bizonyitas

Ha g egy generator, akkor o(g) = n, igy o(g¥) = n/(n, k) | n a hatvany rendjének
képlete miatt. De g¢ akkor generator, ha rendje n, azaz ha (n, k) = 1. Az ilyenek
szama ¢(n). A harmadik allitas kovetkezik egy késGbbi tételbol.

4.3.22. Tétel (nehéz)
Véges test multiplikativ csoportja ciklikus. Igy Z; > Z;Lr
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