Algebra3, alkmat 3/11. eldadas 1/26

Algebra3, alkalmazott matematikus
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

El6ado: Kiss Emil
http://ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress
ewwkiss@gmail.com

3/11. el6adas



Generalt részcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 2 /26
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Generalas Z " -ban

Tegyiik fol, hogy Z" egy H részcsoportja tartalmazza
a 18 és 26 szamokat.
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az m és n legnagyobb kdzds osztéjanak tébbszdrdseibdl all.
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Generalas a nemkommutativ esetben

Tegyiik fol, hogy S, egy H részcsoportja tartalmazza
az (123) és (12)(34) permutaciokat. J
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4.6.3. Definicié

Tetszéleges G csoport esetén az X C G altal
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4.6.8. Tétel (NB)
Legyen G csoport és X C G.
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akarhany tényezés szorzatként
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4.6.8. Tétel (NB)

Legyen G csoport és X C G. Ekkor (X) a G azon elemeibdl all,
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(Ide kapcsoldédik a szabad csoportokél sz6lé 4.10.2. Tétel.)



Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 8 /26

lzomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definicié (ismétlés)

Legyen G csoport a * miveletre,




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 8 /26

lzomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definicié (ismétlés)

Legyen G csoport a * miiveletre, és H csoport a e miveletre.




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 8 /26

lzomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definicié (ismétlés)

Legyen G csoport a * miiveletre, és H csoport a e miveletre.
A 1 : G — H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha miivelettarté:




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 8 /26

lzomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definicié (ismétlés)
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ha miivelettarté: ¢(a* b) = 1(a) @ 1(b) minden a, b € G-re.
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(2) G=GL(n, T), H=T%, o(A) = det(A).
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(2) G=GL(n, T), H=T%*, p(A) = det(A).

(3) G=S,, H=7", ¢(f) az f elgjele (azaz +1).
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Ha ¢ kdlcsdondsen egyértelmii, akkor 1) izomorfizmus.

4.7.7. Homomorfizmusok, amik nem izomorfizmusok

(1) G=7Z", H=17Z7, o(k) = k maradéka mod n.

(2) G=GL(n, T), H=T%, o(A) = det(A).

(3) G=S,, H=7", ¢(f) az f elgjele (azaz +1).

(4) G =D, H=173, o(x) =0 ha x forgatas, 1 ha t. tiikrozés.
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Ha ¢ kdlcsdondsen egyértelmii, akkor 1) izomorfizmus.

4.7.7. Homomorfizmusok, amik nem izomorfizmusok

(1) G=7Z", H=17Z7, o(k) = k maradéka mod n.

(2) G=GL(n, T), H=T%*, p(A) = det(A).

(3) G=S,, H=7", ¢(f) az f elgjele (azaz +1).

(4) G =D, H=173, o(x) =0 ha x forgatas, 1 ha t. tiikrozés.
(5) G =H=C, p(z) = |z| (abszolit érték).
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Az izomorfizmus és a homomorfizmus haszna

Az izomorfizmus azért hasznos, mert az egyforman viselkedd
struktarak koziil csak egyet kell megérteniink.
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Elemi tulajdonsagok

2.2.44. Feladat
Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus.
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Elemi tulajdonsagok

2.2.44. Feladat

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus. Ekkor
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Elemi tulajdonsagok
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Elemi tulajdonsagok

2.2.44. Feladat

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus. Ekkor
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4.3.15, 4.3.16. Gyakorlat

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus és g € G.
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Homomorfizmus képe

4.7.2. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Im(p) = {¢(a) | a € G} C H
a ¢ képe
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Példak
(1) G =H=C", p(z) = |z| (abszolit értek).
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Példak
(1) G =H=C", p(z) = |z| (abszolit értek).
Ekkor Im(¢) a pozitiv val6s szamok részcsoportja.
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Ekkor Im(¢) a pozitiv val6s szamok részcsoportja.
(2) G=R", H=C", p(r) =ri.
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(3) G csoport, G < H, v(g) = g.




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 11 / 26

Homomorfizmus képe

4.7.2. Definicié
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Homomorfizmus képe

4.7.2. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Im(p) = {p(a) | a € G} C H

a  képe (vagyis a © fluggvény értékkészlete).

Nyilvan Im(y) részcsoport H-ban (4.5.23. Gyakorlat),

és ¢ akkor és csak akkor sziirjektiv, ha Im(y) = H.

Példak
(1) G =H=C", p(z) = |z| (abszolit értek).
Ekkor Im(¢) a pozitiv val6s szamok részcsoportja.
(2) G=R", H=C", p(r) =ri.
Ekkor Im(¢y) a tisztan képzetes szamok részcsoportja.
(3) G csoport, G < H, p(g) = g. Ekkor Im(p) = G, és igy
minden részcsoport egy alkalmas homomorfizmus képe.
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Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p) ={a€e G : p(a) =14} C G
a  magja




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p) ={a€e G : p(a) =14} C G
a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).
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Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak
(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak
(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).
Ker(y) az A, alternalé csoport.




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak
(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).
Ker(y) az A, alternalé csoport.

(2) G =GL(n, T), H= T*, ¢(A) = det(A).




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak

(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).
Ker(y) az A, alternalé csoport.

(2) G=GL(n, T), H=T%*, p(A) = det(A).
Ker(p) a specialis linearis csoport, jele SL(n, T).




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak
(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).
Ker(y) az A, alternalé csoport.
(2) G=GL(n, T), H=T%*, p(A) = det(A).
Ker(p) a specialis linearis csoport, jele SL(n, T).
(3) G =R[x]", H=CT, o(f) = (i) (¢ az i behelyettesitése).




Homomorfizmus Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 12 / 26

Homomorfizmus magja

4.7.4. Definicié

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p)={a€ G : p(a) =1y} C G

a p magja (itt 1 a H csoport egységeleme).

Nyilvan Ker(y) részcsoport G-ben,

és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak

(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f eléjele (azaz £1).
Ker(y) az A, alternalé csoport.

(2) G=GL(n, T), H=T%*, p(A) = det(A).
Ker(p) a specialis linearis csoport, jele SL(n, T).

(3) G =R[x]", H=CT, o(f) = (i) (¢ az i behelyettesitése).
Ker(p) az x? + 1 tobbszéroseibél all (HF).




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja
egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak,

13 / 26




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Tétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja
egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normaloszto,

= »(g') = y(g)

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

= »(g') = y(g)

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert
= o(g') = ¢(g)

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert
p(g') =h = ¢(g') = ¢(g)

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert
p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢lg7g') =1n —

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

olg)=h <= o(g)=¢(g) = v(g'g) =1y =
«— g lg’ e Ker(p) =N

= ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

olg)=h <= o(g)=¢(g) = v(g'g) =1y =
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

— ¢(g') = v(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

olg)=h <= o(g)=¢(g) = v(g'g) =1y =
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g') =h <= »(g') = »(g)



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

olg)=h <= o(g)=¢(g) = v(g'g) =1y =
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g)=h <= ¢(g) =p(g) < ¢(gg™!) =1y



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢l 'g') =1 —
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g') =h = ¢(g') = v(g) < ¢(g'e™!) =1n
«— g'g e Ker(p) =N



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢l 'g') =1 —
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g') =h = ¢o(g') = v(g) < ¢(g'e™!) =1n
«— g'g e Ker(p) = N < g’ € Ng.



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

olg)=h <= o(g)=¢(g) = v(g'g) =1y =
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g)=h <= »(g)=¢(g) < ¢(g'g™!) =1y =
«— g'g e Ker(p) = N < g’ € Ng.

Az S3 csoportban H = {id,(12)} nem normaloszto, J




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢l 'g') =1 —
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g') =h = ¢o(g') = v(g) < ¢(g'e™!) =1n
«— g'g e Ker(p) = N < g’ € Ng.

Az S3 csoportban H = {id,(12)} nem normaloszto,
mert (123)H # H(123) J




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Teétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢l 'g') =1 —
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g') =h = ¢o(g') = v(g) < ¢(g'e™!) =1n
«— g'g e Ker(p) = N < g’ € Ng.

Az S3 csoportban H = {id,(12)} nem normaloszto,
mert (123)H = {(123), (13))} # H(123) J




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 13 / 26

Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Tétel

A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja

egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek,
vagy ami ezzel ekvivalens, minden g € G elemre gl = Ng.
Az ilyen részcsoport neve normalosztd, jele N < G.

Legyen ¢ : G +— H és p(g) = h. Ekkor gl = Ng, mert

p(g') =h = v(g') = v(g) <= ¢l 'g') =1 —
= g lg’ e Ker(p) =N < g’ € gN.

p(g')=h = v(g')=v(g) <= ¢lg'eg™!) =1y =
«— g'g e Ker(p) = N < g’ € Ng.

Az S3 csoportban H = {id,(12)} nem normaloszto,
mert (123)H = {(123), (13))} # H(123) = {(123),(23)}. J




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
g = Ng minden g € G-re.

3/11. el8adas

14 / 26




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre

gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (g2N) = g1;2N
képlettel.




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (g&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a
(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - N mellékosztaly,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a
(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.
Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez g/N-et rendel,
homomorfizmus,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.
Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez g/N-et rendel,
homomorfizmus, melynek képe K,




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.
Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez g/N-et rendel,
homomorfizmus, melynek képe K, magja V.




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 14 / 26

Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.
Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez g/N-et rendel,
homomorfizmus, melynek képe K, magja V.

A fenti konstrucki6 részletes motivaciéja a jegyzetben!
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Faktorcsoport

4.7.12. Allitas

Legyen G csoport, és NN részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g € G-re. Alljon a K halmaz az /V szerinti
mellékosztalyokbdl, és vezessiink be rajta szorzast a

(g1N) - (&2N) = g182N
képlettel. Ekkor K csoport,
egységeleme az NV = 1 - V mellékosztaly, a gV inverze g~ ' V.
Az a1 : G — K leképezés, ami g-hez g/N-et rendel,
homomorfizmus, melynek képe K, magja V.

A fenti konstrucki6 részletes motivaciéja a jegyzetben!

4.7.15. Definicié

A K a G csoport N szerinti faktorcsoportja, jele G/N.
A 1) neve természetes homomorfizmus.
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A joldefinialtsag problémaja

Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J
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Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
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Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.

Mindegy melyiké:
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Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.
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Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J

Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autészin”?
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Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J

Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autdszin? Semmit,
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Mi legyen az M; és M, mellékosztalyok szorzata? )

Vegyiink egy g1 € M;i-et, akkor My = g1 V.
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Definialjuk: My - My = g1go V.
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Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 15 / 26

A joldefinialtsag problémaja

Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J
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Hiszen az egyik aut6 zold, a masik eziistszinii, a harmadik kék.

Mi legyen az M; és M, mellékosztalyok szorzata? )

Vegyiink egy g1 € M;i-et, akkor My = g1 V.
Vegyiink egy g» € Mo-t, akkor My = g V.
Definialjuk: My - My = g1go V.

Ha mashogy valasztunk: M; = g/ N
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Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J

Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autdszin™? Semmit, rosszul definialt fogalom.
Hiszen az egyik aut6 zold, a masik eziistszinii, a harmadik kék.

Mi legyen az M; és M, mellékosztalyok szorzata? )

Vegyiink egy g1 € M;i-et, akkor My = g1 V.
Vegyiink egy g» € Mo-t, akkor My = g V.
Definialjuk: My - My = g1go V.

Ha mashogy valasztunk: M; = g/ N és M> = g4 N,
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A joldefinialtsag problémaja

Ertelmes-e a (g1 V) - (@2N) = g1g2 N definicié? J

Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autdszin™? Semmit, rosszul definialt fogalom.
Hiszen az egyik aut6 zold, a masik eziistszinii, a harmadik kék.

Mi legyen az M; és M, mellékosztalyok szorzata? )

Vegyiink egy g1 € M;i-et, akkor My = g1 V.

Vegyiink egy g» € Mo-t, akkor My = g V.

Definialjuk: My - My = g1go V.

Ha mashogy valasztunk: M; = g/ N és M» = g) N, akkor
AZT KELL ELLENORIZNI, hogy gigoN = g1gsN.
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Vegyiink egy g1 € Mi-et, akkor My = g1 V.

Vegyiink egy g» € M,-t, akkor My = g V.

Definialjuk: My - My = g1go V.

Ha mashogy valasztunk: M; = g/ N és M» = g) N, akkor
AZT KELL ELLENORIZNI, hogy gigoN = glgiN.
Vagyis ha mashogy reprezentaljuk,
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A joldefinialtsag problémaja

Ertelmes-e a (g1 V) - (g22N) = g1gN definicié? J

Mit jelent a ,narancsszin"? Egy narancsnak a szine.
Mindegy melyiké: ha masik narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autdszin™? Semmit, rosszul definialt fogalom.
Hiszen az egyik aut6 zold, a masik eziistszinii, a harmadik kék.

Mi legyen az M; és M, mellékosztalyok szorzata? )

Vegyiink egy g1 € Mi-et, akkor My = g1 V.

Vegyiink egy g» € M,-t, akkor My = g V.

Definialjuk: My - My = g1go V.

Ha mashogy valasztunk: M; = g/ N és M» = g) N, akkor
AZT KELL ELLENORIZNI, hogy gigoN = glgiN.

Vagyis ha mashogy reprezentaljuk, ugyanaz lesz a szorzat.
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A joldefinialtsag bizonyitasa

M, =giN =g{N és M, = goN = gtN — gigoN = gig3N. J
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Tudjuk, hogy gV = Ng minden g € G-re.
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Tudjuk, hogy g = Ng minden g € G-re. Ezért

g1eN = gigyN = g1Ngy = g1 Ng; = g1g;N.
Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.
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A G/N egységeleme N =1- N. )
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A joldefinialtsag bizonyitasa

M, =giN =g{N és M, = goN = gtN — gigoN = gig3N. J

Tudjuk, hogy gV = Ng minden g € G-re. Ezért
g1eN = gigyN = g1Ngy = g1 Ng; = g1g;N.

Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.

A G/N egységeleme N =1- N. )

Valéban, (1N)(gN) = (1-g)N = gl és hasonléan (gN)N = g/V.

Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.
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A joldefinialtsag bizonyitasa

M, =giN =g{N és M, = goN = gtN — gigoN = gig3N. J

Tudjuk, hogy gV = Ng minden g € G-re. Ezért
g1eN = gigyN = g1Ngy = g1 Ng; = g1g;N.

Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.

A G/N egységeleme N =1- N. )

Valéban, (1N)(gN) = (1-g)N = gl és hasonléan (gN)N = g/V.

Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.
Minden elemnek van kétoldali inverze.
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A joldefinialtsag bizonyitasa

M, =giN =g{N és M, = goN = gtN — gigoN = gig3N. J

Tudjuk, hogy gV = Ng minden g € G-re. Ezért
g1eN = gigyN = g1Ngy = g1 Ng; = g1g;N.

Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.

A G/N egységeleme N =1-N. J

Valéban, (1N)(gN) = (1-g)N = gl és hasonléan (gN)N = g/V.

Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.

Minden elemnek van kétoldali inverze.

A (g) = gN természetes homomorfizmus tényleg
homomorfizmus,
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A joldefinialtsag bizonyitasa

M, =giN =g{N és M, = goN = gtN — gigoN = gig3N. J

Tudjuk, hogy gV = Ng minden g € G-re. Ezért
g1eN = gigyN = g1Ngy = g1 Ng; = g1g;N.

Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.

A G/N egységeleme N =1-N. J

Valéban, (1N)(gN) = (1-g)N = gl és hasonléan (gN)N = g/V.

Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.

Minden elemnek van kétoldali inverze.

A (g) = gN természetes homomorfizmus tényleg
homomorfizmus, melynek magja tényleg V.
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel
Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(¢p).
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas

Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt,
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas

Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettarté
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas

Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(¢)| = |G|/|Ker(p)].
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].
Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:
dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].

Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:
dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = [T |dmV,
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].

Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:
dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = [T |dmV,
és ezért [Im(A)| = |V|/|Ker(A).
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].

Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:
dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = [T |dmV,
és ezért [Im(A)| = |V|/|Ker(A).

Létezik az analég faktortér
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].

Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:

dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = |T|dmV

és ezért |Im(A)| = |V|/|Ker(A)|.

Létezik az anal6g faktortér (és a faktorgydirii) fogalma is.



Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 17 / 26

A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(¢) = G/ Ker(yp).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gV <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmdi. O

Specialisan |Im(p)| = |G|/|Ker(y)].

Ez anal6g a linearis algebra dimenzidtételével:

dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = |T|¢™V,

és ezért |Im(A)| = |V|/|Ker(A)|.

Létezik az anal6g faktortér (és a faktorgydirii) fogalma is.
Alkalmazas: a komplex szamok preciz bevezetése (késébb).
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /777
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas
Legyen K a komplex egységkor
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szOgek Osszeadddnak.




Normaloszté és faktorcsoport Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 18 / 26

A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szogek dsszeadddnak. Nyilvan Im(p) = K.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szogek dsszeadddnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z,
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szogek dsszeadddnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(27r) + isin(2rr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).

Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szogek dsszeadddnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(27r) + isin(2rr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam. Ezért a homomorfizmustétel
miatt K = Im(p) 2R* /Ker(p) = Rt /Z7. Ol

>
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /77

Megoldas

Legyen K a komplex egységkdr (az 1 abszolut értékii szamok).

Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" = K.

Legyen o : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szdmok szorzasakor

a szogek dsszeadddnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(27r) + isin(2rr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam. Ezért a homomorfizmustétel
miatt K = Im(p) 2R* /Ker(p) = Rt /Z7. Ol

Ennél a médszernél el6re meg kell tippelni, mi a faktorcsoport.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a

leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli,
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o V(h)](x). O
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley) J

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg. Formalisan:
Legyen X = G és g+ x = gx (vagyis G dnmagan hat balszorzassal).
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg. Formalisan:

Legyen X = G és g+ x = gx (vagyis G dnmagan hat balszorzassal).
Legyen V az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg. Formalisan:

Legyen X = G és g+ x = gx (vagyis G dnmagan hat balszorzassal).
Legyen V az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint.
Ker(V) = {1},
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg. Formalisan:

Legyen X = G és g+ x = gx (vagyis G dnmagan hat balszorzassal).
Legyen V az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint.
Ker(V) = {1}, mert ha g * h = h minden h-ra, akkor g = 1.
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Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen W : G — Sx az a
leképezés, amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutaciét
rendeli, azaz V(g)(x) = g * x. Ekkor 1/ csoporthomomorfizmus.

Biz.: W(gh)(x) = (gh) * x = g x (hx x) = [V(g) o W(h)](x). O
4.6.24. Tétel (Cayley)

Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel6 permutaciét a
Cayley-tablazat g-hez tartozo sora adja meg. Formalisan:

Legyen X = G és g+ x = gx (vagyis G dnmagan hat balszorzassal).
Legyen V az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint.
Ker(V) = {1}, mert ha g * h = h minden h-ra, akkor g = 1.

A homomorfizmus-tétel miatt G = Im (V) < Sg. O
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Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
Irjuk 6l a Dy /{1, 2} faktorcsoport szorzastablajat. J
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Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
Irjuk 6l a Dy /{1, 2} faktorcsoport szorzastablajat. J

N = {1,f2},
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N ={1,f%), F=1N={f, 3,
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4.8.38. Példa

Irjuk fol a D4 /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat.
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N={1,f2}, F=fN=/{fF3}, T=tN=/{ttf?},
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Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
Irjuk fol a D4 /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat. J

N={1,f2}, F=1fN={ff3}, T=tN=/{ttf2}, S=tN=/{tf, tf3}.



Szamolas a faktorcsoportban Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 20 / 26

Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
Irjuk 6l a Dy /{1, 2} faktorcsoport szorzastablajat. J
N={1,f2}, F=1fN={ff3}, T=tN=/{ttf2}, S=tN=/{tf, tf3}.
N F T S
NN F T S
FIF N S T
T|\T S N F
S/S T F N
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|
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Mivel ft = tf 1 = tf3, ezért tft = ttf> = 3 € F. Azaz ST = F.

Elemrend: F rendje 2, mert F? = 2N = N, de F # N.

Viszont f rendje D4-ben 4.
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Elemrend a faktorcsoportban
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Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
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és végtelen, ha nincs ilyen n. HF: o(gN) | o(g).

Bizonyitas
k € 7 pontosan akkor j6 kitevéje a g/ mellékosztalynak,
ha (gN)* = N (a G/N csoport egységeleme).
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a g elemet valasztva reprezentansként).
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Elemrend a faktorcsoportban

4.7.20. Allitas
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a g elemet valasztva reprezentansként).

Tehat k pontosan akkor j6 kitevs, ha g“/N = N,
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ha (gN)* = N (a G/N csoport egységeleme).

De (gN)*k = g“N (a szorzasnal minden tényezébsl

a g elemet valasztva reprezentansként).

Tehat k pontosan akkor j6 kitevs, ha g“N = N, azaz ha g“ € N.
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Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
a legkisebb olyan pozitiv n egész, melyre g” € IV,
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Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
a legkisebb olyan pozitiv n egész, melyre g” € IV,
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Példa: Z;, /{1,15} ciklikus,
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Elemrend a faktorcsoportban

4.7.20. Allitas

Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
a legkisebb olyan pozitiv n egész, melyre g” € IV,
és végtelen, ha nincs ilyen n. HF: o(gN) | o(g).

Bizonyitas

k € 7 pontosan akkor j6 kitevéje a g/ mellékosztalynak,

ha (gN)* = N (a G/N csoport egységeleme).

De (gN)*k = g“N (a szorzasnal minden tényezébsl

a g elemet valasztva reprezentansként).

Tehat k pontosan akkor j6 kitevs, ha g“N = N, azaz ha g“ € N.
Mivel a rend a legkisebb pozitiv j6 kitevs, az allitast belattuk. [

ot

Példa: Z;, /{1,15} ciklikus, mert 3{1,15} rendje 4.
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Elemrend a faktorcsoportban

4.7.20. Allitas

Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
a legkisebb olyan pozitiv n egész, melyre g” € IV,
és végtelen, ha nincs ilyen n. HF: o(gN) | o(g).

Bizonyitas

k € 7 pontosan akkor j6 kitevéje a g/ mellékosztalynak,

ha (gN)* = N (a G/N csoport egységeleme).

De (gN)*k = g“N (a szorzasnal minden tényezébsl

a g elemet valasztva reprezentansként).

Tehat k pontosan akkor j6 kitevs, ha g“N = N, azaz ha g“ € N.
Mivel a rend a legkisebb pozitiv j6 kitevs, az allitast belattuk. [

ot

Példa: Z;, /{1,15} ciklikus, mert 3{1,15} rendje 4.
Z1s /{1,9} nem ciklikus,
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Elemrend a faktorcsoportban

4.7.20. Allitas

Legyen N< G és g € G. Ekkor a gl € G/N elem rendje
a legkisebb olyan pozitiv n egész, melyre g” € IV,
és végtelen, ha nincs ilyen n. HF: o(gN) | o(g).

Bizonyitas

k € 7 pontosan akkor j6 kitevéje a g/ mellékosztalynak,

ha (gN)* = N (a G/N csoport egységeleme).

De (gN)*k = g“N (a szorzasnal minden tényezébsl

a g elemet valasztva reprezentansként).

Tehat k pontosan akkor j6 kitevs, ha g“N = N, azaz ha g“ € N.
Mivel a rend a legkisebb pozitiv j6 kitevs, az allitast belattuk. [

ot

Példa: Z;, /{1,15} ciklikus, mert 3{1,15} rendje 4.
Z1s /{1,9} nem ciklikus, minden elemrend 1 vagy 2.
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkezsk ekvivalensek.
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4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /V szerinti jobb mellékosztalyok.
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4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
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Bizonyitasvazlat
(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez6k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat
(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.
De g € Ng, ésigy g € Ngn Ng’,
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez6k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.
De g € Ng, ésigy g € NgnN Ng’, azaz gN = Ng’ = Ng.
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4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.
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(2) <= (3) A (3)-beli feltétel azzal ekvivalens, hogy
gNg™t C N,
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.

De g € Ng, ésigy g € NgnN Ng’, azaz gN = Ng’ = Ng.
(2) <= (3) A (3)-beli feltétel azzal ekvivalens, hogy
gNg=' C N, azaz gN C Ng minden g € G-re.
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.

De g € Ng, ésigy g € NgnN Ng’, azaz gN = Ng’ = Ng.
(2) <= (3) A (3)-beli feltétel azzal ekvivalens, hogy
gNg=' C N, azaz gN C Ng minden g € G-re.

Ezt g helyett g '-re alkalmazva g 'V C Ng ! adédik,
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A normaloszté jellemzései

4.7.9. Gyakorlat, 4.8.1. Allitas
Ha N < G, akkor a kovetkez8k ekvivalensek.

(1) Az N szerinti bal mellékosztalyok G-nek ugyanazok a
részhalmazai, mint az /N szerinti jobb mellékosztalyok.

(2) gN = Ng minden g € G-re.
(3) Minden g € G és a € N esetén gag—! € N.

Bizonyitasvazlat

(1) <= (2) Ha gN = Ng’, akkor g € gN = Ng'.

De g € Ng, ésigy g € NgnN Ng’, azaz gN = Ng’ = Ng.
(2) <= (3) A (3)-beli feltétel azzal ekvivalens, hogy
gNg=' C N, azaz gN C Ng minden g € G-re.

Ezt g helyett g '-re alkalmazva g 'V C Ng ! adédik,
ahonnan g-vel jobbrdl és balrél szorozva Ng C glV.
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. )
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4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas
Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N,
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas
Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat N komplementuma, azaz G — V.
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. J

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas
Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.

Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.




Normaloszté keresése Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 23 /26

Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. J

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.

Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza is {N.G — N}. [
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas
Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.

Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza is {N.G — N}. [

A diédercsoportban a forgatasok 2 indexi normalosztét alkotnak.



Normaloszté keresése Algebra3, alkmat 3/11. el8adas 23 /26

Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas
Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.

Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza is {N.G — N}. [

A diédercsoportban a forgatasok 2 indexi normalosztét alkotnak.
Az Ss-ban {id,(12)} harom indexd,
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas
Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.

Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza is {N.G — N}. [

A diédercsoportban a forgatasok 2 indexi normalosztét alkotnak.
Az Ss-ban {id,(12)} harom indexi, és nem normaloszté.
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Kis index(i részcsoportok

A G csoport trivialis normalosztéi: {1} és G. |

4.7.19. Allitas

Kettd indexi részcsoport mindig normaloszto.

Bizonyitas

Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van /V szerint.
Az egyik N, a masik tehat V komplementuma, azaz G — V.
Ugyanez azonban a jobb oldali mellékosztalyokra is igaz.

Tehat a bal és a jobb mellékosztalyok halmaza is {N.G — N}. [

A diédercsoportban a forgatasok 2 indexi normalosztét alkotnak.
Az Ss-ban {id,(12)} harom indexi, és nem normaloszté.
Paratlan rendii csoportban viszont minden harom indexi
részcsoport normaloszté (4.12.42. Feladat).
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A konjugalas

4.1.19. Definicié
Legyen G csoport és g € G rogzitett elem.
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

1
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg '-et rendel,

1
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez
gxg'-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg ' szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez
gxg'-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

4.1.18 Gyakorlat
Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

4
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

4

A konjugalt elemek ,egyformak”.
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

4

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg—!

ha g-vel ,atfestjik” a sikot.

wugyanaz’,
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg ' szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg~' ,ugyanaz’,
ha g-vel ,atfestjiik” a sikot. Masképp: mindegy, hogy elészor
alkalmazzuk f-et, és utana festiink g-vel,
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

o

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg~' ,ugyanaz’,

ha g-vel ,atfestjiik” a sikot. Masképp: mindegy, hogy elészor
alkalmazzuk f-et, és utana festiink g-vel, vagy el8szor festiink
g-vel, és utana alkalmazzuk f konjugaltjat:
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg~' ,ugyanaz’,

ha g-vel ,atfestjiik” a sikot. Masképp: mindegy, hogy elészor
alkalmazzuk f-et, és utana festiink g-vel, vagy el8szor festiink
g-vel, és utana alkalmazzuk f konjugaltjat: gf(x) = (gfg 1)g(x).
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A konjugalas

4.1.19. Definicié

Legyen G csoport és g € G rogzitett elem. A gxg * szorzatot
az x elem g-vel vett konjugaltjanak nevezziik (x € G).

Az a v, : G — G leképezés, amely minden x elemhez

gxg l-et rendel, a g elemmel valé konjugalas.

1

4.1.18 Gyakorlat

Ha f o szdgii forgatas P koriil, akkor gfg ! forgatas g(P) koriil,
mégpedig « széggel, ha g mozgas, és —« szoggel egyébként. Ol

o

A konjugalt elemek ,egyformak”. Azaz f és gfg~' ,ugyanaz’,

ha g-vel ,atfestjiik” a sikot. Masképp: mindegy, hogy elészor
alkalmazzuk f-et, és utana festiink g-vel, vagy el8szor festiink
g-vel, és utana alkalmazzuk  konjugaltjat: gf (x) = (gfg 1)g(x).
A bazistranszformacié és az izomorfizmus is atfestés.
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa,
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

&

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié.
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszté,
ha zart a konjugalasra,
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszté,
ha zart a konjugalasra, azaz ha konjugaltosztalyok egyesitése.
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszté,
ha zart a konjugalasra, azaz ha konjugaltosztalyok egyesitése.

4.8.14. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportban két elem pontosan akkor konjugalt,
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)
Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a

G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszté,
ha zart a konjugalasra, azaz ha konjugaltosztalyok egyesitése.

4.8.14. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportban két elem pontosan akkor konjugalt,
ha a ciklusfelbontasuk ,egyforma”,
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Konjugalas és normalosztok

4.3.4. Gyakorlat (HF)
Ha g € G, akkor a g-vel konjugalas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a

G csoportnak 6nmagara val6 izomorfizmusa, azaz automorfizmusa.

4.8.5. Gyakorlat (HF)

A konjugaltsag ekvivalenciarelacié. A kapott osztalyokat a csoport
konjugaltosztalyainak nevezziik.

Lattuk: egy részcsoport akkor és csak akkor normaloszté,
ha zart a konjugalasra, azaz ha konjugaltosztalyok egyesitése.

4.8.14. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportban két elem pontosan akkor konjugalt,
ha a ciklusfelbontasuk ,egyforma”,
azaz ugyanannyi, ugyanolyan hossza ciklus szerepel benniik. OJ
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat J

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

26 / 26

Bizonyitas

Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = (f(Xl) .. f(Xk))
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = (f(Xl) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adaédik,
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor
f(Xl .. .Xk)fil = (f(Xl) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor
f(Xl .. .Xk)fil = <f(X1) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
Ezt ismételten konjugalva kapjuk, hogy (34),....(n—1,n) € H.
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = <f(X1) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
Ezt ismételten konjugalva kapjuk, hogy (34),....(n—1,n) € H.
Igy a kérdés az (4.2.27. Gyakorlat), hogy szomszédos elemek
cseréjével megkaphat6-e minden permutacio.
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat
Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = <f(X1) .. f(Xk)>
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
Ezt ismételten konjugalva kapjuk, hogy (34),....(n—1,n) € H.
Igy a kérdés az (4.2.27. Gyakorlat), hogy szomszédos elemek
cseréjével megkaphaté-e minden permutacié. Ha g(n) = k, akkor
h=(n,n—1)(n—1,n—2)...(k+ 1, k)g az n-et n-be viszi.
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = <f(X1) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
Ezt ismételten konjugalva kapjuk, hogy (34),....(n—1,n) € H.
Igy a kérdés az (4.2.27. Gyakorlat), hogy szomszédos elemek
cseréjével megkaphaté-e minden permutacié. Ha g(n) = k, akkor
h=(n,n—1)(n—1,n—2)...(k+ 1, k)g az n-et n-be viszi.
Igy n szerinti indukciéval érvelve h € H,
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A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté

4.6.11/(3). és 4.2.28. Gyakorlat

Az S, szimmetrikus csoportot generalja (12) és (12...n).

Bizonyitas
Legyen H az (12) és (12...n) altal generalt részcsoport.
Lattuk (4.8.14. Gyakorlat), hogy ha f € S, akkor

f(Xl .. .Xk)fil = <f(X1) .. f(Xk))
Ezért (12...n)-nel (12)-t konjugalva (23) adddik, azaz (23) € H.
Ezt ismételten konjugalva kapjuk, hogy (34),....(n—1,n) € H.
Igy a kérdés az (4.2.27. Gyakorlat), hogy szomszédos elemek
cseréjével megkaphaté-e minden permutacié. Ha g(n) = k, akkor
h=(n,n—1)(n—1,n—2)...(k+ 1, k)g az n-et n-be viszi.
Igy n szerinti indukciéval érvelve h € H, ahonnan g € H. O
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