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Hematit Ametiszt Kvarc

vasoxid: Fe2O3 szilicium-dioxid: SiO2
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Galenit Gyémánt Fluorit

ólom-szulfid: PbS szén: C kalcium-fluorid: CaF2
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két vagy három komponensre bontja szét.
Oka: mágneses térben megszűnnek egyes szimmetriák.
Matematikai apparátus: a szimmetriák csoportján alapul.
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A speciális relativitáselméletben a téridő szimmetriáit
a Lorentz-transzformációk adják meg.

Lásd Kiss-jegyzet, 4.1. és C.6. szakasz.
A C.7. szakaszban az Androméda-ködbe is elutazunk.
A fenti kép az infravörös tartományban készült.
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(csak ki lehessen keverni belőlük minden sorrendet).
Bizonyítás: ugyanaz az apparátus, mint a metánmolekulánál.
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gömbi geometria,

projektív geometria.

Erlangeni program (Felix Klein, 1872).
Általános vezérlő elv: milyen szimmetriák érvényesek.
A „helyes” fogalmak ezek „nyelvén” definiálhatók.

Projektív geometriában az egyenestartó transzformációk.
Ilyen például a vetítés (fényképzés, panorámaképek illesztése).
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Szalay Mihály: Számelmélet (középiskolai tagozatos tankönyv).
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(3) minden g ∈ G -nek van kétoldali g−1 inverze, melyre
g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.
(HF: minden elemnek csak egy inverze lehet)

Kommutatív csoport, vagy Abel-csoport:

(4) a ∗ kommutatív, azaz minden g , h ∈ G esetén g ∗ h = h ∗ g .
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Asszociatív műveletnél egy soktényezős szorzatot akárhogy
zárójelezünk, ugyanazt kapjuk (2.2.2. Feladat).
Ha kommutatív is, akkor a tényezők sorrendje sem számít
(2.2.5. Feladat).
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Figyelem: A lineáris transzformációk között megengedtünk
nem bijektíveket is! A mostani terminológia más.
Ha X véges, akkor inkább permutációkról beszélünk.

Ismétlés

Ha f , g ∈ SX , akkor legyen (f ◦ g)(x) = f
(

g(x)
)

.
f ◦ g az f és g kompozíciója vagy szorzata, jele néha fg .
Ez asszociatív művelet, de általában nem kommutatív.
Az identitás egységelem: id(x) = x minden x ∈ X -re.
Minden f ∈ SX függvénynek van kétoldali inverze:
h = f −1 azt jelenti, hogy f (x) = y ⇐⇒ h(y) = x .
Ezért SX csoport a kompozícióra. Neve: szimmetrikus csoport.
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Ciklusfelbontás

4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X .
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a helyén (fixen) marad.
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páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.
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4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

=



Példák csoportokra Algebra3, alkmat 1/11. előadás 19 / 37

Ciklusfelbontás

4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
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x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
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Példa:

[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

= (14752)
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4.2.17. Definíció
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Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

Példa:

[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

= (14752)(39).
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Az előjel kiszámítása

4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció,



Példák csoportokra Algebra3, alkmat 1/11. előadás 20 / 37

Az előjel kiszámítása

4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció, páratlan hosszú ciklus
páros permutáció.



Példák csoportokra Algebra3, alkmat 1/11. előadás 20 / 37

Az előjel kiszámítása

4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció, páratlan hosszú ciklus
páros permutáció. Egy permutáció pontosan akkor páratlan,



Példák csoportokra Algebra3, alkmat 1/11. előadás 20 / 37

Az előjel kiszámítása

4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció, páratlan hosszú ciklus
páros permutáció. Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha
ciklusfelbontásában a páros hosszú ciklusok száma páratlan.



Példák csoportokra Algebra3, alkmat 1/11. előadás 20 / 37

Az előjel kiszámítása

4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció, páratlan hosszú ciklus
páros permutáció. Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha
ciklusfelbontásában a páros hosszú ciklusok száma páratlan.
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4.2.24. Következmény

Páros hosszú ciklus páratlan permutáció, páratlan hosszú ciklus
páros permutáció. Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha
ciklusfelbontásában a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás

HF: (x1 . . . xk) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk).
Azaz egy k hosszú ciklus k − 1 darab transzpozíció szorzata.
Használjuk föl, hogy sg(fg) = sg(f )sg(g).

4.8.14. Gyakorlat, HF

Ha f ∈ Sn, akkor f (x1 . . . xk)f
−1=

(

f (x1) . . . f (xk)
)

, így ha g ∈ Sn,
akkor g és fgf −1 ugyanannyi, ugyanolyan hosszú ciklusból áll.
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A háromszögek szimmetriái

Mik az ABC háromszög szimmetriái?

Ha egyenlő szárú, akkor tükrözés az alap felező merőlegesére.
Ha szabályos, akkor a három tükrözés mellett három forgatás:
a háromszög középpontja körül 120, 240, 0 fokkal.
Ez utóbbi (az identitás) minden háromszögnek megvan.

Definíció
A háromszög szimmetriája a sík egy olyan egybevágósági
transzformációja, ami a háromszöget önmagába képzi.
Ilyenek kompozíciója és inverze is ilyen.
Ezért a szimmetriák csoportot alkotnak.

HF: A szabályos háromszögnek csak e hat szimmetriája van.
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A tA a BC felező merőlegesére tükrözés.
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A B

C

O

tC

tA

A tA a BC felező merőlegesére tükrözés.

Az f az O körüli +120 fokos forgatás.
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A szabályos háromszög szimmetriacsoportja

A B

C

O
❑f

tC

tA

A tA a BC felező merőlegesére tükrözés.

Az f az O körüli +120 fokos forgatás.
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A szabályos háromszög szimmetriacsoportja

A B

C

O
❑f

tC

tA

A tA a BC felező merőlegesére tükrözés.

Az f az O körüli +120 fokos forgatás.
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f i (tf j) = tf j−i , (tf i )(tf j) = f j−i ,
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f i f j = f i+j , (tf i )f j = tf i+j ,

f i (tf j) = tf j−i , (tf i )(tf j) = f j−i ,
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A kör és a gömb szimmetriacsoportja

A kör szimmetriacsoportjának jele O(2).
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A tfα és fαt is tükrözés, két tükrözés szorzata pedig forgatás.



Szimmetriacsoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 25 / 37

A kör és a gömb szimmetriacsoportja

A kör szimmetriacsoportjának jele O(2).

Állítás (lásd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a középpont körüli α szögű fα forgatások,
továbbá az átmérőkre való tengelyes tükrözések.
Nyilván fαfβ = fα+β (az összeadás mod 360◦ értendő).
Ha t ∈ O(2) tükrözés, akkor tfαt = f−α = f −1

α .
A tfα és fαt is tükrözés, két tükrözés szorzata pedig forgatás.

A gömb szimmetriacsoportjának jele O(3).



Szimmetriacsoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 25 / 37

A kör és a gömb szimmetriacsoportja

A kör szimmetriacsoportjának jele O(2).

Állítás (lásd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a középpont körüli α szögű fα forgatások,
továbbá az átmérőkre való tengelyes tükrözések.
Nyilván fαfβ = fα+β (az összeadás mod 360◦ értendő).
Ha t ∈ O(2) tükrözés, akkor tfαt = f−α = f −1

α .
A tfα és fαt is tükrözés, két tükrözés szorzata pedig forgatás.

A gömb szimmetriacsoportjának jele O(3).

Tétel (4.1.29. Feladat)

Az O(3) irányítástartó elemei a középponton átmenő egyenesek
körüli forgatások.
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A tfα és fαt is tükrözés, két tükrözés szorzata pedig forgatás.

A gömb szimmetriacsoportjának jele O(3).

Tétel (4.1.29. Feladat)

Az O(3) irányítástartó elemei a középponton átmenő egyenesek
körüli forgatások. A gömb többi szimmetriája egy ilyen forgatásnak
és az xy síkra való tükrözésnek a szorzata.
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A sík „szimmetriái”

E(2), illetve E(3) jelöli a sík, illetve a tér egybevágósági
(távolságtartó) transzformációinak csoportját a kompozícióra.
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A sík egybevágósági transzformációi a következők.
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Szimmetriacsoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 26 / 37

A sík „szimmetriái”

E(2), illetve E(3) jelöli a sík, illetve a tér egybevágósági
(távolságtartó) transzformációinak csoportját a kompozícióra.

4.1.13. Állítás
A sík egybevágósági transzformációi a következők.

(1) Az identitás: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolások: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatások: csak a forgáscentrum fixpont.
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(2) A nem identikus eltolások: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatások: csak a forgáscentrum fixpont.

(4) Tengelyes tükrözések: a fixpontok halmaza a tengely.
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(5) Csúsztatva tükrözések (egy tengelyre tükrözünk, utána
a tengellyel párhuzamosan eltolunk):
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(5) Csúsztatva tükrözések (egy tengelyre tükrözünk, utána
a tengellyel párhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.
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A kételemű csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemű csoport, 1 az egységelem.
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(−1)(−1)
)

= id = ψ(−1)ψ(−1).



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó:



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra, ψ(g) = 10g .



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra, ψ(g) = 10g .

(2) G a sík P pontja körüli forgatások a kompozícióra,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra, ψ(g) = 10g .

(2) G a sík P pontja körüli forgatások a kompozícióra,
H a sík Q pontja körüli forgatások a kompozícióra,



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra, ψ(g) = 10g .

(2) G a sík P pontja körüli forgatások a kompozícióra,
H a sík Q pontja körüli forgatások a kompozícióra,

f eltolás
−→
PQ-val.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 28 / 37

Példák izomorfizmusra

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
A ψ : G → H leképezés csoporthomomorfizmus,
ha művelettartó: ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b) minden a, b ∈ G -re.
Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között,
akkor ψ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok,
ha van közöttük izomorfizmus, jele G ∼=H.

4.3.3. Példa
(1) G a valós számok az összeadásra,

H a pozitív valós számok a szorzásra, ψ(g) = 10g .

(2) G a sík P pontja körüli forgatások a kompozícióra,
H a sík Q pontja körüli forgatások a kompozícióra,
ψ(g) = fgf −1, ahol f eltolás

−→
PQ-val.



Izomorf csoportok Algebra3, alkmat 1/11. előadás 29 / 37
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HF: izomorfizmusnál egységelem képe egységelem.
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Legyen ∗ asszociatív művelet és n pozitív egész.
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Értelmeztük az egész kitevőjű hatvány (többszörös) fogalmát.
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(4) Ha a és b felcserélhetők (ab = ba), akkor (ab)n = anbn.

Bizonyítás

Pozitív kitevőkre egyszerű leszámlálás.
A többi esetben esetszétválasztás (HF).
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