
Mat. I. (BSc.) Algebra2: 3. vizsgadolgozat (normál), I. rész 2018. jún. 19.

NÉV: ELTE AZONOSÍTÓ:

I. rész (30 perc). Minden teljesen precíz és korrekt válaszért 1 pont jár, a többiért 0. Indokolni
nem kell. Aki itt nem ér el legalább 7 pontot, annak a dolgozata elégtelen, és ekkor a második
és a harmadik részt ki sem javítjuk.

1. Írjuk le képlettel, mit jelent az, hogy a 〈v1, . . . , vn〉 generált altér a legszűkebb a v1, . . . , vn

vektorokat tartalmazó alterek között. A generált altér elemeit megadó képletet nem kell leírni.

Minden W altérre v1, . . . , vn ∈ W ⇒ 〈v1, . . . , vn〉 ⊆ W .

2. Írjuk föl képlettel, mit jelent az, hogy egy transzformáció tartja a λ skalárral való szorzást.

A(λv) = λA(v) minden v vektorra.

3. Ha b1, . . . , bn ONB, és az A lineáris transzformáció mátrixa ebben a bázisban M , akkor hogyan

írható fel M -ben az i-edik sor j-edik eleme skaláris szorzat segítségével?

〈bi, A(bj)〉.

4. Definiáljuk halmaz-jelöléssel az A ∈ Hom(V,W ) lineáris leképezés képterét.

Im(A) = {A(v) ∈ W : v ∈ V }.

5. Írjuk föl azt a képletet, amely az A ∈ Hom(V,W ) és B ∈ Hom(U, V ) lineáris leképezések szor-

zatának mátrixát adja meg, kiírva azt is, hogy mely bázisokban vesszük ezeket a mátrixokat.

Ha a, b, c bázis rendre U -ban, V -ben és W -ben, akkor [AB]c/a = [A]c/b[B]b/a .
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6. Mondjuk ki a Cayley–Hamilton-tételt az n× n-es M mátrixra.

M gyöke a karakterisztikus polinomjának: kM(M) = 0.
Vagy: M minimálpolinomja osztója a karakterisztikus polinomjának: mM | kM .

7. Jellemezzük az A ∈ Hom(V ) komplex számtest fölötti lineáris transzformáció diagonalizálha-

tóságát a minimálpolinomja segítségével.

A pontosan akkor diagonalizálható, ha a minimálpolinomjának nincs többszörös gyöke.

8. Mondjuk ki a főtengelytételt, figyelve arra is, hogy milyen test fölötti mátrixokról beszélünk,

és hogy milyen bázisról van szó.

Egy n× n-es valós mátrix akkor és csak akkor diagonalizálható ortonormált bázisban
valós fölött, ha szimmetrikus, azaz MT = M .

9. Írjuk föl euklideszi térben a Cauchy–Bunyakovszkij–Schwartz-egyenlőtlenséget. Az egyenlőség

kérdésével nem kell foglalkozni.

Tetszőleges u és w vektorokra |〈u, w〉| ≤ ‖u‖ · ‖w‖.

10. Definiáljuk, mit jelent az, hogy a W ≤ V altér az A ∈ Hom(V ) lineáris transzformációnak

invariáns altere.

Minden w ∈ W esetén A(w) ∈ W .
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