Bsc algebra2 normal gyakorlat
Masodik zdrthelyi (2018. mdjus 17.) — eredmények és pontozds

1. A transzformaécié matrixa a szokasos bazisban

0 z 00
0 0 2 0
M = - 00 0 (1 pont).
0 0 0 w
Ez akkor 6nadjungalt, ha z = 0 és w valos (1 pont). Az MM* = M*M matrix diagonélis, a f6atlo

els6 harom eleme |z|?, a negyedik |w|?, ezért A mindig normélis, azaz ONB-ben diagonalizalhato
1

(1 pont) és pontosan akkor unitér, ha |z| = |w| = 1 (1 pont). Mivel A(v) = (—1,1,i,—i)" (1 pont),
ezért (A(v),v) =—1-1+1-i+i-(—=i)+ (=) - (—i)=—-1+i—1+1=—1+1 (1 pont).
0100
s 1 0 00 i ) . . .
2. A matrix 000 5 (1 pont), a sajatértékek +1 és +£5 (2 pont), ezért az alak indefinit
0 0 5 0

(1 pont). A normaélt sajatvektorokat kiszamitva a négyzetosszeg alak

T +y\2 T —Y\2 u+v\2 u—v\2
(\/ﬁ) (\/5)4—5(\/?) 5(\/5) (2 pont).
3. A karakterisztikus polinom x3(x — 1) (1 pont), a sajatértékek 1 és 0 (haromszoros) (1 pont).
A normalt osztok, melyeknek minden sajatérték gyoke: z(x — 1), 2%(z — 1) és 23(z — 1). Az
els6 kettének a matrix nem gyoke (a harmadiknak a Cayley—Hamilton-tétel miatt igen), ezért a
minimalpolinom 23(z — 1) (2 pont). A Jordan-alakban tehét a legnagyobb 0-hoz tartozd blokk
3 x 3-es, vagyis az eredmény

1 0 00
00 0O
010 0 (2 pont).
0010

4. A linearis egyenletrendszer &ltalanos megoldasa (z,2z,z), ezért bi-nek megfelel (1/v/6)(1,2,1)
(2 pont). A Gram-Schmidt eljaras nélkiil is kitalalhato, hogy példaul by = (1/\/5) (1,0, —1) normalt
és meréleges bi-re (2 pont). A Gram-Schmidt-eljarasal bs = (1/v/3)(1,—1,1) (2 pont). (A bs
megkaphato vektorialis szorzéssal is.)

5. Mivel (A(v), A*(v)) = (A%(v),v), ezért A(v) L A*(v) <= A%(v) L v (1 pont). Ha v sa-
jatvektora A-nak \ sajatértékkel, akkor A%(v) = A\2v, és igy 0 = (\2v,v) = X2Hv|]2, azaz A = 0
(3 pont). Ha A normalis, akkor tehat a diagonalis alakjaban a f6atlé minden eleme nulla, és ezért
A =0 (2 pont). Ha nem tessziik fol, hogy A normalis, akkor a feladat feltétele azzal lesz evivalens,
hogy A% = 0. Legyen B = A2 azt kell belatni, hogy W = Im(B) = 0. Mivel W egy B-invarians
altér, ezért ha W # 0, akkor(C f6l6tt) van benne B-nek egy w sajatvektora. A fentihez hasonloan
az ehhez tartozo sajatérték nulla, azaz B(w) = 0. Mivel w € W, ezért w = B(v) alkalmas v-re.
Ekkor B(v + w) = w is teljesiil, ezért a feltétel szerint w-re v és v + w is merdleges. De akkor a
kiilonbségiik, azaz w is merdleges w-re, ami ellentmond annak, hogy w # 0 (6 pont).

6. A minimélpolinom mindenképpen (z — 2)(z — 3) (1 pont). Valoban, a dimenziététel miatt
A — 2I és A — 31 magtere is 2-dimenzios (2 pont). Ezért 2 és 3 is sajatérték, melyek geometriai
multiplicitdsa 2 (1 pont). De 2+ 2 = 4 a tér dimenzidja, igy a transzformécié diagonalizalhato
és nincs mas sajatérték (1 pont). Példanak megfelel egy olyan diagonalis matrix, amelynek a
féatlojaban 2 darab 2-es és 2 darab 3-as van (1 pont).



