Bsc algebra2 normal gyakorlat
Masodik zdrthelyi (2016. mdjus 17.) — eredmények és pontozds

1. Hav = (0,1,0,1), akkor a Gram-Schmidt eljarassal b3 = (1/2)(—1,1,1,1) (4 pont). A W nor-
malvektora n = (1/2)(1,1,1, —1) (1 pont), ezért a keresett tavolsag |(n, (0,0,0,1))| = 1/2 (1 pont).

2. A matrix
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1
2| (1 pont), a sajatértékek 3, —2 és 0 (2 pont), ezért az alak indefinit (1 pont).
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torokat kiszamitva a négyzetOsszeg alak

3(36—’_5;_7:)2—2<y\;;>2 (2 pont).

3. A karakterisztikus polinom z3(z — 1) (1 pont), a sajatértékek 1 és 0 (haromszoros) (1 pont).
A normélt osztok, melyeknek minden sajatérték gyoke: z(z—1), 2%(z—1) és 23(x—1). Az els6nek a
métrix nem gydke, a masodiknak igen, ezért a minimélpolinom z%(z—1) (2 pont). A Jordan-alakban
tehét a legnagyobb 0-hoz tartozé blokk 2 x 2-es, vagyis az eredmény

A normalt sajatve

1 0 00
0 00O
000 0 (1 pont).
0010

Az eredeti matrix rangja 2, ezért 0-hoz tartozd blokk nem lehet 3 x 3-as (mert akkor 3 lenne
a Jordan-alak rangja), de nem lehet a Jordan-alak diagonalis sem, mert annak a rangja 1 lenne
(1 pont).

4. A transzforméacié maéatrixa a szokasos bazisban

000 z
0z 00

M = 00 2 0 (1 pont).
-z 0 0 0

Ez akkor 6nadjungalt, ha z = Z és z = —Z is teljesiil, azaz ha z = 0 (1 pont). Az MM* = M*M
métrix diagonalis, a féatloban végig |z|? szerepel, ezért A mindig normalis, azaz ONB-ben diago-
nalizalhaté (1 pont) és pontosan akkor unitér, ha |z| = 1 (1 pont). Mivel A(v) = (—2,1,2i, —i)T

(1 pont), ezért (A(v),v) = —2-1+1-(=i)+2i-2+ (—i)-2i = —4 — 5i (1 pont).

5. Az M = <(1) _(1)) és N = <1(/)2 _(2)> valasztas megfelels, hiszen mindkét matrix karakterisz-

tikus polinomja is, minimélpolinomja is 22 + 1 (3 pont). Az nem lehetséges, hogy N két komplex
sajatvektora ortogonalis legyen. Tegyiik fel ugyanis, hogy M és N ilyen. Ekkor N két ortogonalis
sajatvektorat lenormalva olyan ONB-t kapnank, amelyben N diagonalis, és igy IV normalis lenne.
Viszont a két karakterisztikus polinom egyenld, ezért a sajatértékek is ugyanazok. Mivel M unit-
ér, a sajatértékei 1 abszolut értéktiek. Ezért ez igaz N-re is, tehdt N is unitér, ami ellentmondas
(3 pont).

6. Legyen A € Hom(V) és dim(V) = n. Ha A rangja, azaz képterének dimenzidja 1, akkor a
dimenziotétel miatt dim Ker(A) =n — 1. Legyen by, ..., b,—1 bazis Ker(A)-ban, ezek sajatvektorok
0 sajatértékkel. Ha A-nak van olyan v sajatvektora, amelyhez tartozo sajatérték nem nulla, akkor
v ¢ Ker(A), és ezért by, ..., b,_1,v generatorrendszer V-ben (a valodi altér dimenzidjarol szolo tétel
miatt). Ez a rendszer az elemszama miatt bazis is, amely sajatvektorokbol all, tehat A diagonali-
zélhato (4 pont). Megforditva, ha A diagonalizalhato, és minden sajatértéke nulla, akkor A matrixa
az ennek megfelel§ bazisban a nullmatrix, amelynek azonban nem 1 (hanem 0) a rangja (2 pont).



