1. Onadjungalt és szimmetrikus transzformaciok

Onadjungalt transzformaciok

Definicié (F8.5.4. Definicio)
Legyen A linearis transzformécio egy komplex euklideszi téren.
Az A onadjungdlt, ha A* = A.

Emlékeztets: Unitér transzformacio: A* = A~1.
Unitér <= normélis, és minden sajatérték abszolat értéke 1.

Tétel (F8.5.1. Feladat)

Az A akkor és csak akkor énadjungalt, ha normdlis, és minden (komplex feletti)
sajatértéke valos.

Bizonyitas: Ha b ONB és [A]y, diagonalis, akkor [A*] = [A] azt jelenti, hogy
minden )\ sajatértékre A = A, azaz \ valos (hiszen a komplex sajatértékek a
méatrix féatlojanak elemei).

A felcserélhetd 6nmagaval igy A* = A = A normalis. O

Szimmetrikus transzformaciék

Definicié (F8.6.2. Definicio)
Legyen A linearis transzforméci6 egy valos euklideszi téren.
Az A szimmetrikus, ha A* = A.

Ez azt jelenti, hogy minden ortonormalt bazisban a matrixa énmaganak transz-
ponaltja, vagyis szimmetrikus mdtrix.

F8.6.2. F6tengelytétel
Az A akkor és csak akkor diagonalizalhato (valos felett) ortonormdlt bdzisban,
ha szimmetrikus.

A trivialis irany bizonyitasa
Ha b ONB és [A],, diagonalis, akkor ez a matrix szimmetrikus, ezért A is szim-
metrikus transzformacio. A megforditast a 9. eléadason bizonyitjuk.



2. Kvadratikus alakok valos folott

Masodfoka polinom értékkészlete
Legyen Q1 (z,y) = 2’ +zy+y?, Q2(x,y) = *+2zy+y*, Q3(x,y) = 2°+3zy+y>.
Mi ezeknek az értékkészlete?

(z+y)* (z —y)?
Qi) = /2 4
2
Qolar.y) =27
(z+y) (z—y)*
Qsr,y) = (5/2 51 — /o) Y
Q1 (z,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
Q2(7,y) > 0 minden z,y-ra, Q2(1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Q3(z,y) értékkeszlete R: indefinit. Hiszen x +y = a és x — y = b megoldhatd

minden a, b-re (mert az egyiitthatovektorok (1,1) és (1,—1) bazist alkotnak),
igy Q(z, y) = (5/4)a® — (1/4)b?, ami minden valds értéket felvesz.

Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

I T V521 N
M, = 1/2 1}650—[2/}Ekk0r

1 1/2| |z x4+ (y/2)

T _ _ _
UMN)—[% y] [1/2 1:||:y]—[-r y] l:(x/2)+y =
=a(@+@/2) +y(@/2+y) = 2" + 2y + 1 = Qu(w,y).
Azaz Q1 (z,y) = vT Myv felirhaté métrixszorzassal.

Mivel (u,v) = uTv, ezért Q,(z,y) = (v, Myv).
Fontos: M, szimmetrikus matrix.
T+ )2 T — )2
Lattuk: Q1 (z,y) — (3/2)% e /z)%.
M, sajatértékei 3/2 és 1/2, a fenti négyzetosszeg egyiitthato.

M, megfelels sajatvektorai E;ﬂ és [ 11//\([}

Ezek komponensei adjak x és y egylitthatoit a négyzetdsszegben.



Valo6s kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definicio)
Kvadratikus alak: homogén méasodfokt polinom.
Q(z1,...,2n) = Y rijzx;, ahol rj; € R.

i,J
Példa: Q(z1, w9, x3) = 23 + 23179 + da0w3 + T23.
(2] (1 2 0]
Legyen v = |zo| és M = [0 0 4/, ekkor Q = (v, Mv).
_.133_ _O 0 7_
De @ felirhat6 szimmetrikus matrixszal is:
(2] (1 1 0]
Legyen v = (29| és M = [1 0 2|, ekkor Q = (v, Mv).
_£L'3_ _O 2 7_

Feliras mdtrizszorzdssal: Q = v Mv (HF).

Kvadratikus alak matrixos alakja
L1 Y1

Legyen M = ((m;;)) e R™*", v = |...| ésw= |...|. Ekkor
Tn Yn

(v, Mw) =377 30 miaiy; = o7 Mw, igy

(v, Muv) = 370, 577 myziz; = v" Mo (HE).

Megjegyzés: Mivel z;x; = x;x;, ezért a ) m;;x;x; polinombol nem lehet egyér-
telmten visszakapni az M matrixot, hanem csak m;; + m;; van meghatérozva
(¢ # j esetén). Ha z;z; = z;x; egylitthatdja a polinomban dsszevonva r;;,

akkor legyen m;; = mj; = r;;/2. Ezzel belattuk:

Minden (valés) kvadratikus alak egyértelmien felithaté (v, Mv) = vT Mv alak-

ban, ahol M szimmetrikus matrix.

Négyzetsszeg alak és ONB

Adott egy M € R?**? szimmetrikus métrix, Q(v) = (v, Mv) a hozza tartozo
kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt van sajatvektorokbol allo by, bs ONB.
Legyen Mb; = Ajb;. Ha v = y1b1 4 y2b2 a v felirdsa az Gj bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + y2ba, Mv) = y1 (b1, Mv) + ya2(ba, Mv).

De <b1,MU> = <b1,M(y1b1 + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + y2Mb2> =

= <bl,y1)\1b1 + yz)\2b2> = y1>\1(b17 bl> + yz)\2<b1, b2> = My,

hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = Aaya, ezért
Q(v) = (v, Mv) = \iyi + Aoy

T b1 b12
L S I L) B L
Mivel v = y1b1 + yaba, ezért y; = (b;,v) = bijz1 + bojza. Azaz
2 2
Q(z1,m2) = A1 (br1@1 + b21@2)” + Az (b12w1 + baowa) ™

HF': Ugyanezt a szamolést végezziik el n x n-es matrixra.



Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(z,y, z) = 22 + 22y + 2x2 kvadratikus alak.

1 1 1
A hozz4 tartoz6 szimmetrikus matrix M = |1 0 0].
1 0 0

kar(\) = X3 — A2 — 2)\, a sajatértékek —1, 0, 2, a megfelel§ sajatvektorok
~1/V3 0 2/V6
bi=| 1/V3|,ba= [-1/V2]|, b3 = |1/V6].
1/V3 1/V2 1/V6
Ezeket mar norméaltuk, és automatikusan paronként ortogonalisak.
Lattuk, hogy =z, y, z egytitthatoi rendre by, by és by komponensei,
a Q(z,y, z) = 2% + 22y + 2wz négyzetosszeg alakja tehat
-+ Y+ 2\2 —y+ 2\2 20 +y+ 2\2
1(\/§>+0<¢§)+2(\/6>'

Ellendrzés: A miiveletek elvégzésével azonossagot kapunk.

3. Kvadratikus karakter

Kvadratikus alak karaktere

F7.3.2 Definicio, F7.3.3 Tétel
Legyen @ # 0 (valos feletti) kvadratikus alak és M # 0 a hozza tartoz6 szim-
metrikus métrix (Q(v) = v Mv = (v, Mv)).

(1) Q pozitiv definit, ha v #0 = Q(v) > 0.
(Az M matrix minden sajatértéke pozitiv.)

(2) Q negativ definit, ha v # 0 = Q(v) < 0.
(Az M matrix minden sajatértéke negativ.)

(3) @ pozitiv szemidefinit, ha nem definit és (Yv)@Q(v) > 0.
~ (Az M matrix minden sajatértéke nemnegativ, és van kozte 0.)

(4) @ negativ szemidefinit, ha nem definit és (Vv)Q(v) < 0.
~ (Az M matrix minden sajatértékre nempozitiv, és van kozte 0.)

(5) @ indefinit, ha pozitiv és negativ értéket is felvesz.
(Az M matrixnak van pozitiv és van negativ sajatértéke is.)



Kvadratikus karakter és aldeterminansok

Tétel (F7.3.4 Tétel, NB)

Legyen @ # 0 (valos feletti) kvadratikus alak és M # 0 a hozza tartozo szimmet-
rikus métrix (Q(v) = v’ Mv = (v, Mv)). Jeldlje dj, az M métrix elss k sorabol
és els6 k oszlopabol készitett részmatrix (mas néven minor) determinénsat.

(1) A @ pontosan akkor pozitiv definit, ha minden dj > 0.

(2) A Q pontosan akkor negativ definit, ha di < 0, da > 0, d3 < 0, és igy
tovabb, azaz di > 0 ha k pdros és di, < 0 ha k pdratlan.

Ezt konnyti ellendrizni, ha M diagonalis (HF).
Példa: M, = [1}2 1{2} és Q1(z,y) = 2% + zy + 9%

A @ porzitiv definit, mert 1 > 0 és det(M;) = 3/4 > 0.

Illusztracié masodrendid gorbékkel

Tétel (Hajos: Bevezetés a geometriaba, 47. §, NB).
Tekintsiik az ax? + by? + cry = 1 egyenlett gorbét a sikon.
Ha a bal oldali kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, akkor a gérbe ellipszis.
Ez akkor teljesiil, ha a > 0 és ¢? < 4ab.

(2) indefinit, akkor a gérbe hiperbola. Ez akkor teljesiil, ha ¢ > 4ab.

Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = {

a ¢/2
c/2 b } ’
Ennek determinénsa ab — ¢?/4, igy karaktere leolvashato.
Diagonalizaljuk M-et ONB-ben, a sajatértékek legyenek \ és p.
Az 1j koordinatarendszerben az egyenlet Ax? + uy? = 1.

Ez akkor ellipszis, ha A\ és p pozitiv.

A X és p akkor ellentétes elGjeld, ha det(M) = Au < 0.



4. Kvadratikus alakok komplex folott

Komplex kvadratikus alak

Definicié (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak: Q(z1,...,xn) = > 7i;T;x;, ahol r;; € C.
0]

Példa: Q(xy1,x2) = T1x + i Tixe — i Taxy + 7 Taxe. Legyen

v= {xl} és M = [ 1 Z], ekkor Q(v) = (v, Mv) = v*Muw,

To - 7

(komplex skalaris szorzatnal az els6 komponenseket konjugaljuk).

Nyilvén Q(1‘1, 3;‘2) = |l‘1|2 +iTixe —1Tox1 + 7 |$2|2.

Q értékészlete valos, mert |z1|? és |x2|? valos,

iT1we — 1 Tax1 konjugéltja pedig 6nmaga (HF).

A fenti M matrix énadjungdlt, azaz M* = M.

Tétel (F7.4. szakasz, HF)
Q(v) = (v, Mv) értékkészlete valos <= M onadjungalt.

Kvadratikus karakter komplex f6l6tt

Legyen 0 # M € C™*" 6nadjungalt matrix és Q a hozza tartozd kvadratikus
alak: Q(v) = v*Mv = (v, Mv).

(i) A @ kvadratikus karakterét ugyanuagy definialjuk, mint a valos esetben.
Ertelmes, mert Q értékkészlete valos.

(2) A kvadratikus karakter sajatértékekkel valo jellemzése ugyanagy érvényes,
mint a valds esetben.
Ertelmes, mert 6nadjungalt métrix sajatértékei valosak.

(3) Az, hogy a kvadratikus alak mikor pozitiv (negativ) definit, ugyantgy
olvashato le a bal fels6 sarokdeterminénsokrol, mint a valés esetben.
Ertelmes, mert énadjungélt matrix determinansa valos.

EgyenlGtlenséget csak valos szamok kozott frhatunk fol!  Altalanos komplex
kvadratikus alak karakterérél nem beszélhetiink.



5. Bilinearis fliggvények
Algebrai tulajdonsagok

T Y1
Legyen M = ((my;;)) e R ™ v=|...| ésw=|...],

Tn Yn
tovabbd B(v,w) = (v, Mw) = v Mw = Y71 | 370 | mijzy;.
Ekkor tetszéleges u, v, w € R™ és A € R esetén (HF):

5) Ha M szimmetrikus matrix, akkor B(v,w) = B(w,v)
(azaz B szimmetrikus).

Ez tehat a valos skalaris szorzat egy altalanositasa (ott M az egységmétrix).

Valés bilinearis fiiggvény

Definicié (F7.1.1. Definicio)

Legyen V vektortér R {6lott és B kétvaltozds, V-n értelmezett,
R-be képezé fiiggvény. A B fliggvény bilinedris,

ha mindkét valtozoban linearis (az iménti (1)—(4) tulajdonsag).
A B szimmetrikus, ha B(v,w) = B(w,v) minden v, w-re.

Q(v) = B(v,v) a B-hez tartoz6 kvadratikus alak (Q : V — R).

Allitas (HF)

Legyen by, ...,b, bazis V-ben,

v=x1b1 + ... +xpb, s w=1y1b1 + ... + Ynbn.

Ekkor B(v,w) = Z?:l Z?:l mijTiYj, ahol m;; = B(bi, bj),
tovabba Q(v) = > 1, 2?21 My T T

A B pontosan akkor szimmetrikus, ha m;; = m;; minden ¢, j-re.



Bilinearis fliggvény matrixa

Definicié (F7.1.3. Definicio)
Legyen b1, ...,b, bazis V-ben. Ekkor a B bilinearis fliggvény mdtriza ebben a
bézisban [Blp = ((B(b;,b;))).

Tétel (F7.1.4. Tétel)

B-t a méatrixa egyértelmiien meghatarozza. Megforditva, minden M maéatrixhoz
tartozik bilinearis fiiggvény, amit v = x1by + ...+ x,b, és w = y1b1 + ... +ynby
esetén B(v,w) =31 Y70 myjaiy; definial, ahol M = ((mgj)). O

A linearis leképezések elSirhatosagi tételére hasonlit (F5.3.1).
A Q(v) = B(v,v) = > mjjxz;z; ,absztrakt” kvadratikus alak tobb bilineéris
fliggvénybdl is szarmaztathato, és ezek kozott pontosan egy lesz szimmetrikus.

Bilinearis és linearis fliggvény

Ko6vetkezmény

Legyen V valos euklideszi tér, b = by,...,b, ONB, B bilinearis fiiggvény V-n,
[Bly = M, és A az a linearis transzforméci6 V-n, melyre [A], = M. Ekkor
tetszdleges v,w € V esetén B(v,w) = (v, A(w)). Ez a kapcsolat kolcsénosen
egyértelmi a bilineéris fiiggvények és V lineéris transzformacioi kozott.

B akkor és csak akkor szimmetrikus, ha M szimmetrikus, akkor és csak akkor,
ha A szimmetrikus.

Bizonyitas

Ha M = ((m;)), akkor (b;, A(b;)) = m;;, mert b ONB.

Legyen v = x1b1 + ... + xpby, és w = y101 + ... + ypbn.

Ekkor B(v,w) = (v, A(w)) = Y71, D70 mijzy;. O

Komplex bilinearis fiiggvény

Valtozasok a valéshoz képest (F7.4. szakasz)

A bilinearis fiiggvény definicijaban B(\v,w) = AB(v,w).

Emiatt B(v,w) = Y1 Y0 miTiyy e Qv) = Y10y D0y miTix.

Itt Tyx; # Tjx;, ezért a my; egylitthatot mar a kvadratikus alak is egyértel-
miien meghatarozza. Vagyis minden kvadratikus alak pontosan egy bilinedris
fligguénybdl szdrmazik.

F7.1.4. Tétel (HF, nem bizonyitjuk)

Komplex felett a B bilineéris fiiggvényhez tartozo B(v,v) kvadratikus alak ér-
tékkészlete akkor és csak akkor valos, ha B Hermite-féle:

minden v,w € V-re B(v,w) = B(w,v).

Ezek pontosan azok, amelyek méatrixa énadjungdlt, vagyis B(v,w) = (v, A(w)),
ahol A 6nadjungalt transzformaécio.




B-ortogonalitas

Definicié (F7.2.4. Definicio)

Legyen B bilinearis fiiggvény a V' vektortéren.

A v,w € V vektorok B-ortogondlisak, ha B(v,w) = 0.

A by, ..., b, bazis B-ortogondlis, ha i # j = B(b;,b;) = 0.

A by, ..., b, bazis nyilvan pontosan akkor B-ortogondlis, ha B matrixa ebben a
bézisban diagonalis.

Tétel (F7.2.3. Tétel)

Legyen B valésban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle bilineéris fiiggvény.
Ekkor 1étezik B-ortogonalis bazis. Ha V euklideszi tér, akkor van B-ortogonalis
ONB is.

Bizonyitéas: haromféle eljaras (lasd Freud: 7.2. Szakasz).
Modositott Gauss-eliminacio, illetve Gram-Schmidt moédszer.
B-ortogonalis ONB keresése: sajdtértékek segitségével.

Ortogonalizalas ONB-ben

Tétel

Legyen B valésban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle bilineéris fiiggvény,
és A a hozza tartozo linearis transzformacio (az, amelyre B(v,w) = (v, Aw)
alkalmas A € Hom(V)-re; az A valosban szimmetrikus, komplexben 6nadjun-
galt). Ekkor A ONB-ben diagonalizalhaté (valosban fGtengelytétel). Legyen
b1,...,b, ilyen ONB. Ekkor ez a bazis B-ortogonalis, azaz B-nek e bazisban
vett M matrixa diagondlis. Az M f6atlojaban A sajatértékei allnak.

Bizonyitas
Ha Ab] = )\jbj; akkor B(b“bj) = <b“AbJ> = )\j<bi7bj>7
és ez nulla, ha ¢ # j. A {64tl6 elemei B(b;, b;) = A;. O

E bazisban a B-hez tartoz6 kvadratikus alak négyzetosszeggé valik.

A tehetetlenségi tétel

F7.2.6. Sylvester tehetetlenségi tétele

Legyen B valésban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle bilineéris fiiggvény.
Barhogy vesziink egy B-ortogonalis bazist, az ebben felirt métrix féatlojaban
szereplé pozitiv, nulla és negativ elemek szama csak B-t6l fiigg, a bazistol nem.

Megjegyzés

Legyen bq,...,b, egy B-ortogonalis bazis.

Ha by helyett —2b;-et vesziink, akkor is B-ortogonalis marad,
mert B(*le,bj) = 72B(b1,bj) = 0, ha] 7é 1,

de B(—=2b1, =2b1) = (=2)(=2)B(b1,b1) = 4B(b1, b1),

vagyis a matrix féatlojaban 1évs elem 4-szeresére né.

Igy a f6atlo elemeinek nagysdga megvéltozhat (de az elgjele nem).
HF (F7.2.5. Tétel): elérhets, hogy a f6atloban csak 0, 1, —1 alljon.




6. Osszefoglalo

A 8. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Onadjungalt és szimmetrikus transzformacio.

Kvadratikus alak: megadasa skalaris szorzattal és matrixszorzassal; karaktere.
Bilinearis fliggvény: szimmetrikus, Hermite-féle; méatrixa; a hozza tartozo line-
aris transzformacio; B-ortogonalitas.

Tételek

Onadjungalt <= normalis és minden komplex sajatérték valos.

Kvadratikus alak egyértelm megadéasa szimmetrikus matrixszal. Komplex bili-
nearis fiiggvény pontosan akkor Hermite-féle, ha a kvadratikus alak értékkészlete
valos. A kvadratikus karakter leolvasasa a sajatértékekrsl, aldeterminansokrol.
B-ortogonalis bazis, illetve ONB létezése; négyzetosszeg alak. Sylvester tehe-
tetlenségi tétele.
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