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Onadjungalt transzformaciok

Definicié (F8.5.4. Definicid)

Legyen A lineéris transzformacié egy komplex euklideszi téren.
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Onadjungalt transzformacick

Definicié (F8.5.4. Definicio)
Legyen A lineéris transzformacié egy komplex euklideszi téren.

Az A 6nadjungalt, ha A* = A.
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azt jelenti, hogy minden )\ sajatértékre A\ = \, azaz \ valés
(hiszen a komplex sajatértékek a matrix f6atléjanak elemei).
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Bizonyitas: Ha b ONB és [A]}, diagonalis, akkor [A*] = [A]

azt jelenti, hogy minden \ sajatértékre \ = ), azaz \ valds
(hiszen a komplex sajatértékek a matrix f6atléjanak elemei).
A felcserélheté 6nmagaval igy A* = A — A normalis. Ol
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Definicié (F8.6.2. Definicio)

Legyen A linearis transzformacié egy valés euklideszi téren.
Az A szimmetrikus, ha A* = A.

Ez azt jelenti, hogy minden ortonormalt bazisban a matrixa
dnmaganak transzponaltja, vagyis szimmetrikus matrix.

F8.6.2. F&tengelytétel

Az A akkor és csak akkor diagonalizalhaté (valés felett)
ortonormalt bazisban, ha szimmetrikus.

A trivialis irany bizonyitasa
Ha b ONB és [A]y, diagonalis, akkor ez a matrix szimmetrikus,

ezért A is szimmetrikus transzformacié.
A megforditast a 9. el6adason bizonyitjuk.
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Qs(x,y) = x>+ 3xy + y.
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x* + xy + y2, Qa(x,y) = x* + 2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qu(x,y) = x>+ xy + %, Qalx,y) = x> + 25 + 2,

Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

(x—y)?.
5

(x+y)?

Qu(x,y) = (3/2)°

+(1/2)

4/23
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

)

Qulxy) = (312 5
(x+¥)?,

Qxy) =275
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

(x—y)*.
——

% 2
Qi(x,y) = (3/2) %Y

(x+y)*.
—

« 2 X — v)2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

+(1/2)

Q2(X7y) =2
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X« 2 X — V)2
Qilx,y) = 32 H + a2
Qlx.y) = Q(Xzyﬂ

X = X — 2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0:
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
@uxy) = @25 4 19 0N
Q2(X7y)2(x‘;)’)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

4/23

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
Ql(X7Y):(3/2)(+2y)_|_(1/2)( 2)/) :
Qa(x,y) = 2(X ‘;)’)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
@2(x,y) > 0 minden x, y-ra,
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
Ql(X7Y):(3/2)(+2y)+(1/2)( 2)/) :
Qa(x,y) = Q(XZY)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

Qi(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
@(x,y) > 0 minden x, y-ra, @>(1,—1) = 0:
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X« 2 X — V)2
Qilx,y) = 32 H + a2
Q2(X7y) - 2(X+2Y)2;

X = X — 2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
@2(x,y) > 0 minden x, y-ra, @ (1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
Ql(X7Y):(3/2)(+2y)_|_(1/2)( 2)/) :
Qa(x,y) = 2(X ‘;)’)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
@2(x,y) > 0 minden x, y-ra, @ (1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R:
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
Ql(X7Y):(3/2)(+2y)_|_(1/2)( 2)/) :
Qa(x,y) = 2(X ‘;)’)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.
@2(x,y) > 0 minden x, y-ra, @ (1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R: indefinit.
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x*+xy +y2, Qa(x,y) = x> +2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X« 2 X — V)2
Qilx,y) = 32 H + a2
Q2(X7y) - 2(X+2Y)2;

X = X — 2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.

@(x,y) > 0 minden x, y-ra, Q2(1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R: indefinit.

Hiszen x + y = a és x — y = b megoldhat6 minden a, b-re
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x>+ xy + y?, Qa(x,y) = x* + 2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X« 2 X — V)2
Qilx,y) = 32 H + a2
Q2(X7y) - 2(X+2Y)2;

X = X — 2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.

Q2(x,y) > 0 minden x, y-ra, Q2(1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R: indefinit.

Hiszen x + y = a és x — y = b megoldhat6 minden a, b-re

(mert az egyiitthatévektorok (1,1) és (1, —1) bazist alkotnak),
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x>+ xy + y?, Qa(x,y) = x* + 2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X 2 7
Ql(XaY):(3/2)(+2y)+(1/2)( 2)/) :
Qa(x,y) = 2(X ‘;)’)2;

b%s 2 X — v)2
Q3(Xa)’):(5/2)(+2y)_(1/2)( 2)’) _

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.

Q2(x,y) > 0 minden x, y-ra, Q2(1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R: indefinit.

Hiszen x + y = a és x — y = b megoldhat6 minden a, b-re

(mert az egyiitthatévektorok (1,1) és (1, —1) bazist alkotnak),
igy Q(x.y) = (5/4)a* — (1/4)b?,
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Masodfoki polinom értékkészlete

Legyen Qi(x,y) = x>+ xy + y?, Qa(x,y) = x* + 2xy + y?,
Qsz(x,y) = x? + 3xy + y?. Mi ezeknek az értékkészlete?

X« 2 X — V)2
Qilx,y) = 32 H + a2
Q2(X7y) - 2(X+2Y)2;

X = X — 2
@s(x,y) = (5/2) 5L — 0t

Q1(x,y) > 0 kivéve ha x = y = 0: pozitiv definit.

Q2(x,y) > 0 minden x, y-ra, Q2(1, —1) = 0: pozitiv szemidefinit.
Qs(x, y) értékkészlete R: indefinit.

Hiszen x + y = a és x — y = b megoldhat6 minden a, b-re

(mert az egyiitthatévektorok (1,1) és (1, —1) bazist alkotnak),

igy Q(x,y) = (5/4)a® — (1/4)b?, ami minden valés értéket felvesz.
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

ol 7
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

[l 7]}
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = {ﬂ Ekkor

vIiMpv
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

viMyv = [X y] [1}2 1{2] [ﬂ
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

5 /23
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

y
=x(x+(y/2)) +y((x/2+y))

et Al - ] -
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

1 1/2) [x] x+(y/2)| _
viMyy = [X y} [1/2 1 ] [y} = [X }’] [(X/g)y_Fy} -
= x(x+ (v/2)) + y((x/2+y)) =2 + xy + y?




Kvadratikus alakok valés félott Algebra2, normal 8. eldadas 5/ 23
Felirds matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).
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Felirds matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) =u'v,
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

Iy 1 1/2| (x| _ . x+(y/2)| _
viM =[x y] [1/2 1 ] M =[x y] [(x/2)+y}
=x(x+(y/2) +y((x/2+y)) = x* +xy + y* = Qu(x, y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).
Fontos: M; szimmetrikus matrix.
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).

Fontos: M; szimmetrikus mé\trix.2 ,
Lattuk: Qi(x,y) = (3/2)(x+2y) + (1/2)(X2y)
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = [ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).

Fontos: M; szimmetrikus matrix.
2

2 _
Lattuk: Qi(x,y) = (3/2)(x+2y) + (1/2)(X2y)
M, sajatértékei 3/2 és 1/2,
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = {ﬂ Ekkor

=t A ] b g -

=x(x+(v/2)) +y((x/2+y)) = x>+ xy + y* = Qu(x,y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).

Fontos: M; szimmetrikus matrix.
2 Y
Lattuk: Qi(x,y) = (3/2)(x+2y) + (1/2)(x2y)
M, sajatértékei 3/2 és 1/2, a fenti négyzetdsszeg egyiitthatoi.
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = {ﬂ Ekkor

Iy 1 1/2| (x| _ . x+(y/2)| _
viM =[x y] [1/2 1 ] M =[x y] [(x/2)+y}
=x(x+(y/2) +y((x/2+y)) = x* +xy + y* = Qu(x, y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).
Fontos: M; szimmetrikus matrix.

x+y)? x —y)?
Lattuk: Qi(x,y) = (3/2)(2)/) + (1/2)(2)/)
M, sajatértékei 3/2 és 1/2, a fenti négyzetdsszeg egyiitthatoi.

s C[1/3/2
M; megfelels sajatvektorai [1/\0}
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = {ﬂ Ekkor

Iy 1 1/2| (x| _ . x+(y/2)| _
viM =[x y] [1/2 1 ] M =[x y] [(x/2)+y}
=x(x+(y/2) +y((x/2+y)) = x* +xy + y* = Qu(x, y).

Azaz Qi(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).
Fontos: M; szimmetrikus matrix.

2 Y
Lattuk: Qi(x,y) = (3/2)(x+2y) + (1/2)(x2y)
M, sajatértékei 3/2 és 1/2, a fenti négyzetdsszeg egyiitthatoi.

. C[1/v2] [ 1/v2

M; megfelels sajatvektorai [1/\0} és Ll/\ﬁ .
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Feliras matrixszal és skalaris szorzassal

M; = {1}2 1{2} és v = {ﬂ Ekkor

Iy 1 1/2| (x| _ . x+(y/2)| _
viM =[x y] [1/2 1 ] M =[x y] [(x/2)+y}
=x(x+(y/2) +y((x/2+y)) = x* +xy + y* = Qu(x, y).

Azaz Q1(x,y) = v Myv felirhaté matrixszorzassal.
Mivel (u,v) = u'v, ezért Qi(x,y) = (v, Myv).
Fontos: M; szimmetrikus matrix.
2 Y
Lattuk: Qi (x,y) — (3/2)% + (1/2)%.
M, sajatértékei 3/2 és 1/2, a fenti négyzetdsszeg egyiitthatoi.
: . [1/V/2 1/v2
M felelé sajatvek é .
1 megteleld sajatvektoral [1/\5} és {_1/\@

Ezek komponensei adjak x és y egyiitthatoit a négyzetsszegben.
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)

Kvadratikus alak: homogén masodfoka polinom.
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)

Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

QX1 ..., xn) = E rixixj, ahol rj € R.
l7J
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

Q(x;-- -, xn) = > ryxixj, ahol rjj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

Q(x;-- -, xn) = > ryxixj, ahol rjj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.
X1

Legyen v = | xo
X3
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

Q(x;-- -, xn) = > ryxixj, ahol rjj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = x12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.
X1 1 20

Legyen v= [xo| és M = |0 0 4],
X3 0 0 7
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

Q(x;-- -, xn) = > ryxixj, ahol rjj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = x12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.
X1 1 20

Legyen v = |xo| é&s M = |0 0 4|, ekkor Q = (v, Mv).
X3 0 0 7
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

QX1 ..., xn) = E rixixj, ahol rj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1 1 20
Legyen v = |xo| é&s M = |0 0 4|, ekkor Q = (v, Mv).
X3 0 0 7

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

QX1 ..., xn) = E rixixj, ahol rj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1 1 20

Legyen v = |xo| é&s M = |0 0 4|, ekkor Q = (v, Mv).
_X3_ 0 0 7

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:
]

Legyen v = | xo

X3



Kvadratikus alakok valés folott

Valés kvadratikus alak

Algebra2, normal 8. eléadas

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.
Q(x1, ..., xn) = D rijxixj, ahol rjj € R.

’7.!

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1
Legyen v = | xo
X3

és M =

, ekkor Q = (v, Mv).

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:

X1
Legyen v = | xo

X3

és M =

1 2 0]
0 0 4
0 0 7
1 1 0]
10 2
0 2 7

6 /23



Kvadratikus alakok valés folott

Valés kvadratikus alak

Algebra2, normal 8. eléadas

Definicié (F7.3.1. Definici6)
Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.
Q(x1, ..., xn) = D rijxixj, ahol rjj € R.

’7.!

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1
Legyen v = | xo
X3

és M =

, ekkor Q = (v, Mv).

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:

X1
Legyen v = | xo

X3

és M =

1 2 0]
0 0 4
0 0 7
1 1 0]
10 2
0 2 7

, ekkor Q = (v, Mv).

6 /23
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Valés kvadratikus alak

Definicié (F7.3.1. Definici6)

Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.

QX1 ..., xn) = E rixixj, ahol rj € R.
l7J

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1 [1 2 0]

Legyen v = |xo| é&s M = |0 0 4|, ekkor Q = (v, Mv).
_X3_ _0 0 7_

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:
[xq] [1 1 0]

Legyen v = |xo| és M = |1 0 2|, ekkor Q = (v, Mv).
| X3 | 0o 27

Feliras matrixszorzassal:



Kvadratikus alakok valés folott

Valés kvadratikus alak

Algebra2, normal 8. eléadas

Definicié (F7.3.1. Definici6)

Kvadratikus alak: homogén masodfoki polinom.
Q(x1, ..., xn) = D rijxixj, ahol rjj € R.

’7.!

Példa: Q(x1,x2,x3) = X12 + 2x1X0 + 4x0x3 + 7x32.

X1
Legyen v = | xo
X3

és M =

, ekkor Q = (v, Mv).

De @ felirhaté szimmetrikus matrixszal is:

X1
Legyen v = | xo

X3

és M =

[1 2 0]
00 4
0 0 7]
[1 1 0]
102
0 2 7]

, ekkor Q = (v, Mv).

Feliras matrixszorzassal: @ = v Mv (HF).

6 /23
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Kvadratikus alak matrixos alakja

Legyen M = ((m;j)) € R™",
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1
Legyen M = ((mj)) € R™", v =

Xn
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 n
Legyen M = ((mjj)) e R™", v =|...| ésw =

Xn Yn
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 n
Legyen M = ((mj;)) e R™", v=|...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
n

(v, Mw) = 5771 327y mixiy; = v Mw,




Kvadratikus alakok valés folott Algebra2, normal

Kvadratikus alak matrixos alakja

X1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v =|...| ésw =
Xn

n

<V, MW> = Zi:l Jr.':l R = VTMW, igy
(v, Mv) =371 3701 myxixj = v Mv (HF).

1

Yn

8. eléadas

. Ekkor

7/23
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 n
Legyen M = ((mj;)) e R™", v=|...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
(v,Mw) =31, }':1 mijX;yj = v Mw, igy
(v, Mv) =371 3701 myxixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;,
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
<V, MW> = 27:1 J,]:l miniyj — VTMW, I'gy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmien visszakapni az M matrixot,
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
<V, MW> = 27:1 }7:1 miniyj — VTMW, I'gy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmiien visszakapni az M matrixot,
hanem csak mj; + mj; van meghatarozva (i # j esetén).
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
<V, MW> = 27:1 }7:1 miniyj — VTMW, I'gy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmiien visszakapni az M matrixot,

hanem csak mj; + mj; van meghatarozva (i # j esetén).

Ha xix; = xjx; egyiitthatéja a polinomban Gsszevonva rjj,
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
<V, MW> = 27:1 }7:1 miniyj — VTMW, I'gy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmiien visszakapni az M matrixot,

hanem csak mj; + mj; van meghatarozva (i # j esetén).

Ha xix; = xjx; egyiitthatéja a polinomban Gsszevonva rjj,
akkor legyen mj; = mj; = r;;/2.
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
<V, MW> = 27:1 }7:1 miniyj — VTMW, I'gy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmiien visszakapni az M matrixot,

hanem csak mj; + mj; van meghatarozva (i # j esetén).

Ha xix; = xjx; egyiitthatéja a polinomban Gsszevonva rjj,
akkor legyen mj; = mj; = rjj/2. Ezzel belattuk:
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Kvadratikus alak matrixos alakja

X1 Y1
Legyen M = ((mjj)) e R™", v = |...| ésw = |...|. Ekkor

Xn Yn
(viMw) =>1 }7:1 R = v Mw, igy
(v,Mv) =31, Zj:l miixixj = v Mv (HF).

Megjegyzés: Mivel x;x; = x;x;, ezért a > mjjx;x; polinombdl
nem lehet egyértelmiien visszakapni az M matrixot,

hanem csak mj; + mj; van meghatarozva (i # j esetén).

Ha xix; = xjx; egyiitthatéja a polinomban Gsszevonva rjj,
akkor legyen mj; = mj; = rjj/2. Ezzel belattuk:

Minden (valés) kvadratikus alak egyértelmiien felirhaté
(v, Mv) = vT Mv alakban, ahol M szimmetrikus matrix. J
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix,
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak.
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbél all6 by, b, ONB.

8 /23
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

8 /23



Kvadratikus alakok valés folott Algebra2, normal 8. eladas 8 /23

Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az () bazisban,
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Qv) = (v, Mv)



Kvadratikus alakok valés folott Algebra2, normal 8. eladas 8 /23

Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(V): <V7MV> <y1b1 +y2b2=MV>
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + y2(b2, Mv).
De (b1, Mv)
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/IV> = <b1, M(y1b1 er2b2)>
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl +y2b2)> = <b1,y1Mb1 +y2Mb2> =
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl +y2b2)> = <b1,y1Mb1 +y2Mb2> =
= (b1, y1A1b1 + y2 Ao bo)
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + y2Aobo) = y1A1(b1, b1) + yo Ao (b1, bo)
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt.
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)

a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt

van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.

Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor

Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\/]V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen b1, by ortonormalt. Ugyanigy (b, Mv) = Ao y»,
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1y? + Xay3.
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1y? + Xay3.

_ =
Legyen v = LQ
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A f6tengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1y? + Xay3.

X _|bn1
Legyen v = LQ], by = [sz'
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xay3.

X1 b11 b2
L = . by = by = .
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xay3.

X1 b11 b2
L = . by = by = .

Mivel v = yib1 + yobo,
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yaba, Mv) = y1(b1, Mv) + yo(bo, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, M(ylbl + y2b2)> = <b1,y1Mb1 + yQMb2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xay3.

X1 b11 b2
L = . by = by = .

Mivel v = y1b1 + yobo, ezért y; = (bj, v)
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yabo, Mv) = y1 (b1, Mv) + y»(bs, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, I\/l(y1b1 + y2b2)> = <b1,y1/\//b1 + y2/\/1b2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xay3.

X1 b11 b12
L = , b1 = , by = .

Mivel v = y1 b1 + yo by, ezért i = <bj, V> = ble1 + b2jX2.
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yabo, Mv) = y1 (b1, Mv) + y»(bs, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, I\/l(y1b1 + y2b2)> = <b1,y1/\//b1 + y2/\/1b2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xoy3.

X1 b11 b12
L = , b1 = , by = .

Mivel v = yib1 + yobo, ezért yj= <bj, V> = bljxl + b2jX2. Azaz

Q(x1,x2) = A1 (b11x1 + bzlxz)2 + X2 (b12x1 + b22X2)2- J
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Négyzetosszeg alak és ONB

Adott egy M € R?*? szimmetrikus matrix, Q(v) = (v, Mv)
a hozza tartozé kvadratikus alak. A fétengelytétel miatt
van sajatvektorokbdl allé by, bo ONB. Legyen Mb; = A;b;.
Ha v = y1b1 + yoby a v felirasa az G bazisban, akkor
Q(v) = (v, Mv) = (y1b1 + yabo, Mv) = y1 (b1, Mv) + y»(bs, Mv).
De <b1, /\//V> = <b1, I\/l(y1b1 + y2b2)> = <b1,y1/\//b1 + y2/\/1b2> =
= (b1, y1A1b1 + yohob2) = y1Ai(b1, b1) + y2A2(b1, b2) = A1y,
hiszen by, by ortonormalt. Ugyanigy (by, Mv) = A\oy», ezért

Q(v) = (v, Mv) = A1yf + Xay3.

X1 b11 b12
L = , b1 = , by = .

Mivel v = yib1 + yobo, ezért yj= <bj, V> = ble1 + b2jX2. Azaz

Q(x1,x2) = A1 (b11x1 + bzlxz)2 + X2 (b12x1 + b22X2)2- J

HF: Ugyanezt a szamolast végezziik el n x n-es matrixra.
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.

1 1 1
A hozza tartozé szimmetrikus matrix M = |1 0 O0f.
1 00
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.
1 1 1

A hozza tartozé szimmetrikus matrix M = |1 0 0.
1 0 0

k(A) = A3 — A2 — 2\,

9 /23
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.
1 1 1

A hozza tartozé szimmetrikus matrix M = |1 0 0.
1 0 0

kp(\) = A3 — X2 — 2)\, a sajatértékek —1, 0, 2,

9 /23
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.
1 1 1

A hozza tartozé szimmetrikus matrix M = |1 0 0.
1 0 0

kp(\) = A3 — X2 — 2)\, a sajatértékek —1, 0, 2, a megfelels
~1/V/3
sajatvektorok by = | 1/V/3],
1/V/3

9 /23
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.

1 1 1
A hozza tartoz6 szimmetrikus matrix M = |1 0 0].
1 0 0
kp(\) = A3 — X2 — 2)\, a sajatértékek —1, 0, 2, a megfelels
-1/V/3 0
sajatvektorok by = | 1/v/3|, by = | —-1/V/2],

1/V/3 1/v2

9 /23
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Példa négyzetosszeg alakra

Legyen Q(x,y,z) = x2 + 2xy + 2xz kvadratikus alak.
1 1 1

A hozza tartozé szimmetrikus matrix M = |1 0 0.
1 0 0

kp(\) = A3 — X2 — 2)\, a sajatértékek —1, 0, 2, a megfelels
-1/V/3 0 2//6
sajatvektorok by = | 1/v/3|, ba = |—-1/v2]|, b3 = [1/V6].
1/V3 12 V6

9 /23
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dp <0, d» >0, d3 <0, és igy tovabb,

azaz dx > 0 ha k paros és d, < 0 ha k paratlan.

Ezt kdnnyii ellenérizni, ha M diagonalis (HF).

Példa: M; = [1}2 1{2]
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Kvadratikus karakter és aldeterminansok

Tétel (F7.3.4 Tétel, NB)

Legyen @ # 0 (valos feletti) kvadratikus alak és M =£ 0 a hozza
tartozé szimmetrikus matrix (Q(v) = v’ Mv = (v, Mv)).
Jeldlje d, az M matrix elsé k sorabél és elsé k oszlopabdl
készitett részmatrix (mas néven minor) determinansat.
(1) A Q pontosan akkor pozitiv definit, ha minden d, > 0.
(2) A Q pontosan akkor negativ definit, ha

dp <0, d» >0, d3 <0, és igy tovabb,

azaz dx > 0 ha k paros és d, < 0 ha k paratlan.

Ezt kdnnyii ellenérizni, ha M diagonalis (HF).

Példa: M; = [ 1 172

) _ 2 2
1/2 1]esQl(x,y)x + Xy + y-.
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Legyen @ # 0 (valos feletti) kvadratikus alak és M =£ 0 a hozza
tartozé szimmetrikus matrix (Q(v) = v’ Mv = (v, Mv)).
Jeldlje d, az M matrix elsé k sorabél és elsé k oszlopabdl
készitett részmatrix (mas néven minor) determinansat.
(1) A Q pontosan akkor pozitiv definit, ha minden d, > 0.
(2) A Q pontosan akkor negativ definit, ha

dp <0, d» >0, d3 <0, és igy tovabb,

azaz dx > 0 ha k paros és d, < 0 ha k paratlan.

Ezt kdnnyi ellendrizni, ha M diagonalis (HF).
g 112, 5 5
Példa: M1[1/2 1]es Qi(x,y) = x“+xy + y°.

A @ pozitiv definit, mert 1 > 0
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Kvadratikus karakter és aldeterminansok

Tétel (F7.3.4 Tétel, NB)

Legyen @ # 0 (valos feletti) kvadratikus alak és M =£ 0 a hozza
tartozé szimmetrikus matrix (Q(v) = v’ Mv = (v, Mv)).
Jeldlje d, az M matrix elsé k sorabél és elsé k oszlopabdl
készitett részmatrix (mas néven minor) determinansat.
(1) A Q pontosan akkor pozitiv definit, ha minden d, > 0.
(2) A Q pontosan akkor negativ definit, ha

dp <0, d» >0, d3 <0, és igy tovabb,

azaz dx > 0 ha k paros és d, < 0 ha k paratlan.

Ezt kdnnyi ellendrizni, ha M diagonalis (HF).
g 112, 5 5
Példa: M1[1/2 1]es Qi(x,y) = x“+xy + y°.

A Q; pozitiv definit, mert 1 > 0 és det(M;) = 3/4 > 0.
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lllusztracié masodrendd gorbékkel

Tétel (Hajos: Bevezetés a geometriaba, 47. §, NB).
Tekintsiik az ax® + by? + cxy = 1 egyenletii gorbét a sikon.
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0 )
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Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = [

a c/2
c/2 b |
Ennek determinansa ab — c?/4, igy karaktere leolvashaté.
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Tétel (Hajos: Bevezetés a geometriaba, 47. §, NB).
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Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = [;2 Cf}

Ennek determinansa ab — c?/4, igy karaktere leolvashaté.
Diagonalizaljuk M-et ONB-ben,
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Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = [;2 Cf}
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lllusztracié masodrendd gorbékkel

Tétel (Hajos: Bevezetés a geometriaba, 47. §, NB).
Tekintsiik az ax? + by? + cxy = 1 egyenletii gorbét a sikon.
Ha a bal oldali kvadratikus alak
(1) pozitiv definit, akkor a gorbe ellipszis.

Ez akkor teljesiil, ha a > 0 és c? < 4ab.

(2) indefinit, akkor a gorbe hiperbola.
Ez akkor teljesiil, ha c¢® > 4ab.

a c/2
c/2 b }
Ennek determinansa ab — c?/4, igy karaktere leolvashaté.
Diagonalizaljuk M-et ONB-ben, a sajatértékek legyenek \ és .
Az 4] koordinatarendszerben az egyenlet \x? + p1y? = 1.

Ez akkor ellipszis, ha \ és 1 pozitiv.

Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = [
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lllusztracié masodrendd gorbékkel

Tétel (Hajos: Bevezetés a geometriaba, 47. §, NB).
Tekintsiik az ax? + by? + cxy = 1 egyenletii gorbét a sikon.
Ha a bal oldali kvadratikus alak
(1) pozitiv definit, akkor a gorbe ellipszis.

Ez akkor teljesiil, ha a > 0 és c? < 4ab.
(2) indefinit, akkor a gorbe hiperbola.

Ez akkor teljesiil, ha c¢® > 4ab.

a c/2
c/2 b }
Ennek determinansa ab — c?/4, igy karaktere leolvashaté.
Diagonalizaljuk M-et ONB-ben, a sajatértékek legyenek \ és .
Az 4] koordinatarendszerben az egyenlet \x? + p1y? = 1.

Ez akkor ellipszis, ha \ és 1 pozitiv.

A X\ és 1 akkor ellentétes elgjeld, ha det(M) = A < 0.

Magyarazat: A fenti kvadratikus alak matrixa M = [



Kvadratikus alakok komplex f&l6tt Algebra2, normal 8. eléadas 13 /23

Komplex kvadratikus alak

Definici6 (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak:
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Definici6 (F7.4. szakasz)
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Péelda: Q(x1,x2) = X1x1 + i X1x0 — i Xox1 + 7 X2Xa.
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Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen

x|, N 1
V—|:X2] esl\/l—[_l. 7},
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Komplex kvadratikus alak

Definici6 (F7.4. szakasz)
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iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen

v - [2] és M — [_} ;} ekkor Q(v) = (v, Mv)
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Definici6 (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak: Q(xi,...,xn) = > rjXix;, ahol rjj € C.
iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen

v = [2] és M = [_} ;} ekkor Q(v) = (v, Mv) = v*My,



Kvadratikus alakok komplex folstt Algebra2, normal 8. eldadas 13 /23

Komplex kvadratikus alak

Definici6 (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak: Q(xi,...,xn) = > rjXix;, ahol rjj € C.
iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen

X2
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iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen
v = [Xl] és M = [ 1 I}, ekkor Q(v) = (v, Mv) = v* My,
X - 7
(komplex skalaris szorzatnal az els6 komponenseket konjugaljuk).
Nyilvan Q(x1,x0) = |x1|? + i X1x0 — i Xax1 + 7 |xo|2.
Q értékészlete valds, mert |x1|? és |x2|? valds,
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i X1x2 — i Xpx1 konjugaltja pedig 6nmaga (HF).
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Komplex kvadratikus alak

Definici6 (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak: Q(xi,...,xn) = > rjXix;, ahol rjj € C.
iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen

X2
(komplex skalaris szorzatnal az els6 komponenseket konjugaljuk).
Nyilvan Q(x1,x0) = |x1|? + i X1x0 — i Xax1 + 7 |xo|2.
Q értékészlete valds, mert |x1|? és |xp|? val6s,
i X1x2 — i Xpx1 konjugaltja pedig 6nmaga (HF).
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v = [h] és M = [_} ;} ekkor Q(v) = (v, Mv) = v*My,
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Komplex kvadratikus alak

Definici6 (F7.4. szakasz)

Komplex kvadratikus alak: Q(x1,...,x,) = > rjXix;, ahol rj € C.
iJ

Példa: Q(x1,x0) = X1x1 + i Xx1x0 — i Xpx1 + 7 Xox2. Legyen
v = [Xl] és M = [ 1 I}, ekkor Q(v) = (v, Mv) = v* My,
X2 -7
(komplex skalaris szorzatnal az els6 komponenseket konjugaljuk).
Nyilvén Q(Xl,Xz) = ‘X1‘2 +ixXixo —ixox1 + 7 ‘Xz‘z.
Q értékészlete valds, mert |x1|? és |x2|? valds,
i X1x2 — i Xpx1 konjugaltja pedig 6nmaga (HF).
A fenti M matrix 6nadjungalt, azaz M* = M.

Tét |(F74 szakasz, HF)
Q(v) = (v, Mv) értékkészlete valés < M oSnadjungalt. J
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Legyen 0 # M € C"*" 6nadjungalt matrix
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Kvadratikus karakter komplex folott

Legyen 0 # M € C"*" 6nadjungalt matrix és @ a hozza tartozé
kvadratikus alak: Q(v) = v*Mv = (v, Mv).
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Legyen 0 # M € C"*" 6nadjungalt matrix és @ a hozza tartozé
kvadratikus alak: Q(v) = v*Mv = (v, Mv).

Egyenl6tlenséget csak valés szamok kozott irhatunk fol!
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Kvadratikus karakter komplex folott

Legyen 0 # M € C"*" 6nadjungalt matrix és @ a hozza tartozé
kvadratikus alak: Q(v) = v*Mv = (v, Mv).

(1) A @ kvadratikus karakterét ugyaniagy definialjuk,
mint a valés esetben.

Egyenl6tlenséget csak valés szamok kozott irhatunk fol!
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Kvadratikus karakter komplex folott

Legyen 0 # M € C"*" 6nadjungalt matrix és @ a hozza tartozé
kvadratikus alak: Q(v) = v*Mv = (v, Mv).
(1) A @ kvadratikus karakterét ugyaniagy definialjuk,
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5) Ha M szimmetrikus matrix, akkor B(v, w) = B(w, v)

(azaz B szimmetrikus).

Ez tehat a valés skalaris szorzat egy altalanositasa
(ott M az egységmatrix).
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Kovetkezmény
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Bizonyitas

Ha M = ((mj)), akkor (b;, A(bj)) = mj;, mert b ONB.
Legyen v =x1b1 + ...+ xpb, és w = y1b1 + ... + ynbp.
Ekkor B(v, w) = (v, A(w)) = X0y S0 mixiy;.
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Komplex bilinearis fiiggvény

Valtozasok a valéshoz képest (F7.4. szakasz)

A bilinearis fiiggvény definicidjaban B(\v, w) = AB(v, w).
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Itt XiXj + XjXi,
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Itt Xix; # Xjx;, ezért a mj; egyiitthatét mar a kvadratikus alak is
egyértelmiien meghatarozza.
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F7.1.4. Tétel (HF, nem bizonyitjuk)

Komplex felett a B bilinearis fliggvényhez tartozé B(v, v)
kvadratikus alak értékkészlete akkor és csak akkor valés,
ha B Hermite-féle:
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F7.1.4. Tétel (HF, nem bizonyitjuk)

Komplex felett a B bilinearis fliggvényhez tartozé B(v, v)
kvadratikus alak értékkészlete akkor és csak akkor valds,

ha B Hermite-féle: minden v, w € V-re B(v,w) = B(w, v).
Ezek pontosan azok, amelyek matrixa onadjungalt,

vagyis B(v,w) = (v, A(w)), ahol A dnadjungalt transzformacié.
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B-ortogonalitas

Definicié (F7.2.4. Definici6)
Legyen B bilinearis fiiggvény a /' vektortéren.
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B-ortogonalitas

Definicié (F7.2.4. Definici6)

Legyen B bilinearis fiiggvény a /' vektortéren.
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Definicié (F7.2.4. Definici6)

Legyen B bilinearis fiiggvény a /' vektortéren.

A v, w € V vektorok B-ortogonalisak, ha B(v, w) = 0.

A by, ..., b, bazis B-ortogonalis, ha i # j = B(b;, bj) = 0.
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B-ortogonalitas

Definicié (F7.2.4. Definici6)

Legyen B bilinearis fiiggvény a /' vektortéren.
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E bazisban a B-hez tartozé kvadratikus alak négyzetdsszeggé valik.
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F7.2.6. Sylvester tehetetlenségi tétele

Legyen B valésban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle
bilinearis fiiggvény. Barhogy vesziink egy B-ortogonalis bazist,
az ebben felirt matrix f6atléjaban szereplé pozitiv, nulla

és negativ elemek szdma csak B-tél fiigg, a bazistl nem.

Megjegyzés

Legyen b1, ..., b, egy B-ortogonalis bazis.

Ha by helyett —2b;-et vesziink, akkor is B-ortogonalis marad,

mert B(—2by, bj) = —2B(by, bj) =0, haj#1,

de B(f2b1 *2b1) = (*2)(*2)B(b1, bl) = 4B(b1, bl),

vagyis a matrix féatléjaban lévd elem 4-szeresére né.

Igy a féatlé elemeinek nagysaga megvaltozhat (de az elSjele nem).
HF (F7.2.5. Tétel): elérhets, hogy a féatloban csak 0, 1, —1 alljon.
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Onadjungalt és szimmetrikus transzformacié.
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Onadjungalt és szimmetrikus transzformacié. Kvadratikus alak:
megadasa skalaris szorzattal és matrixszorzassal; karaktere.
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Sylvester tehetetlenségi tétele.
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