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Euklideszi tér

F8.1.3. Definíció
Legyen V véges dimenziós vektortér R fölött.
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Hossz, távolság

Állítás
Minden bázishoz tartozó skaláris szorzat teljesíti
az előző definícióban felsorolt hat tulajdonságot.
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A v normája vagy hossza ‖v‖ =
√

〈v , v〉.
A v és w távolsága ‖v − w‖.
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(Emiatt két vektor szöge értelmes, mert −1 ≤ cosα ≤ 1 jön ki.)

F8.2.2. Háromszög-egyenlőtlenség

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖, és egyenlőség pontosan akkor áll,
ha v és w egyike a másik nemnegatív valós számszorosa.
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A CBS-egyenlőtlenség bizonyítása

Állítás

Ha a > 0, akkor az ax2 + bx + c ∈ R[x ] polinom pontosan akkor
vesz föl mindenütt nemnegatív értéket,
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A bizonyítások folytatása

CBS-egyenlőség
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A bizonyítások folytatása

CBS-egyenlőség

Ha
(

2〈v ,w〉
)2

= 4〈v , v〉〈w ,w〉, akkor a fenti másodfokú
egyenletnek létezik egy valós λ gyöke.
Erre 〈λv + w , λv + w〉 = 0, azaz λv + w = 0.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fölött
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fölött és b1, . . . , bn bázis V -ben.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fölött és b1, . . . , bn bázis V -ben.
Ha v = λ1b1 + . . .+ λnbn és w = µ1b1 + . . .+ µnbn,
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Legyen V vektortér C fölött és b1, . . . , bn bázis V -ben.
Ha v = λ1b1 + . . .+ λnbn és w = µ1b1 + . . .+ µnbn, akkor
〈v ,w〉 = λ1µ1 + . . .+ λnµn
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Legyen V vektortér C fölött és b1, . . . , bn bázis V -ben.
Ha v = λ1b1 + . . .+ λnbn és w = µ1b1 + . . .+ µnbn, akkor
〈v ,w〉 = λ1µ1 + . . .+ λnµn e bázishoz tartozó skaláris szorzat.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fölött és b1, . . . , bn bázis V -ben.
Ha v = λ1b1 + . . .+ λnbn és w = µ1b1 + . . .+ µnbn, akkor
〈v ,w〉 = λ1µ1 + . . .+ λnµn e bázishoz tartozó skaláris szorzat.
〈v ,w〉 = [v ]∗

b
[w ]b, ahol [v ]∗ a [v ] transzponált konjugáltja.
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[w ]b, ahol [v ]∗ a [v ] transzponált konjugáltja.

A kétváltozós (v ,w) 7→ 〈v ,w〉 ∈ C függvény skaláris szorzat,
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ha tetszőleges u, v ,w ∈ V és λ ∈ C esetén
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ha tetszőleges u, v ,w ∈ V és λ ∈ C esetén

(1) 〈u + v ,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v ,w〉.
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(1) 〈u + v ,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v ,w〉.
(2) 〈λv ,w〉 = λ〈v ,w〉.
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(6) 〈v , v〉 ≥ 0
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(6) 〈v , v〉 ≥ 0 és 〈v , v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0 (pozitív definit).
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Szép alak ortonormált bázisban

Emlékeztető (F6.6.4 Tétel): Komplex fölött minden
transzformáció mátrixa alkalmas bázisban Jordan-alakú.
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V euklideszi tér, A ∈ Hom(V ). Ekvivalensek:

(1) A∗ inverze A-nak.

(2) A skalárszorzattartó, azaz (∀u, v) 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(3) A normatartó, azaz (∀u) ‖Au‖ = ‖u‖.
(4) A távolságtartó, azaz (∀u, v) ‖Au − Av‖ = ‖u − v‖.
(5) A minden ONB-t ONB-be visz.

(6) Minden b ONB-ben [A]b inverze [A]∗
b
.

(7) A alkalmas ONB-t ONB-be visz.

(8) Alkalmas b ONB-ben [A]b inverze [A]∗
b
.

(9) A normális,
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b
.

(9) A normális, és sajátértékei 1 abszolút értékűek.
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Elnevezés: Valósban ortogonális,
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F8.5.6. Tétel
V euklideszi tér, A ∈ Hom(V ). Ekvivalensek:

(1) A∗ inverze A-nak.

(2) A skalárszorzattartó, azaz (∀u, v) 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(3) A normatartó, azaz (∀u) ‖Au‖ = ‖u‖.
(4) A távolságtartó, azaz (∀u, v) ‖Au − Av‖ = ‖u − v‖.
(5) A minden ONB-t ONB-be visz.
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b
.

(7) A alkalmas ONB-t ONB-be visz.

(8) Alkalmas b ONB-ben [A]b inverze [A]∗
b
.

(9) A normális, és sajátértékei 1 abszolút értékűek.

Elnevezés: Valósban ortogonális, komplexben unitér.
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
(1) =⇒ (2): Ha A∗A = I ,
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
(1) =⇒ (2): Ha A∗A = I , akkor 〈u, v〉 = 〈u,A∗Av〉 = 〈Au,Av〉.
(3) =⇒ (2): ‖A(u + λv)‖2 = ‖u + λv‖2
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
(1) =⇒ (2): Ha A∗A = I , akkor 〈u, v〉 = 〈u,A∗Av〉 = 〈Au,Av〉.
(3) =⇒ (2): ‖A(u + λv)‖2 = ‖u + λv‖2 = 〈u + λv , u + λv〉.



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 18 / 21

Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
(1) =⇒ (2): Ha A∗A = I , akkor 〈u, v〉 = 〈u,A∗Av〉 = 〈Au,Av〉.
(3) =⇒ (2): ‖A(u + λv)‖2 = ‖u + λv‖2 = 〈u + λv , u + λv〉.
〈u + λv , u + λv〉 = 〈u, u〉+ λ〈u, v〉+ λ〈v , u〉+ λλ〈v , v〉 =
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= ‖u‖2 + |λ|2‖v‖2 + 2 Re(λ〈u, v〉),
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= ‖u‖2 + |λ|2‖v‖2 + 2 Re(λ〈u, v〉), hiszen 〈v , u〉 = 〈u, v〉,
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Ezt λ = 1-re és λ = i-re alkalmazva 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(2) =⇒ (5): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj , bk〉 = 1, ha j = k , 0 egyébként.
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
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Ezt λ = 1-re és λ = i-re alkalmazva 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(2) =⇒ (5): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj , bk〉 = 1, ha j = k , 0 egyébként.
(5) =⇒ (7): triviális.
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás
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Ezt λ = 1-re és λ = i-re alkalmazva 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(2) =⇒ (5): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj , bk〉 = 1, ha j = k , 0 egyébként.
(5) =⇒ (7): triviális. (7) =⇒ (8): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj ,A∗Abk〉,
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Egybevágósági transzformációk: bizonyítás

(1) =⇒ (6) =⇒ (8) =⇒ (1) és (2) =⇒ (3) ⇐⇒ (4) triviális.
(1) =⇒ (2): Ha A∗A = I , akkor 〈u, v〉 = 〈u,A∗Av〉 = 〈Au,Av〉.
(3) =⇒ (2): ‖A(u + λv)‖2 = ‖u + λv‖2 = 〈u + λv , u + λv〉.
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és ‖A(u + λv)‖2 = ‖Au‖2 + |λ|2‖Av‖2 + 2 Re(λ〈Au,Av〉).
Innen Re(λ〈Au,Av〉) = Re(λ〈u, v〉) minden λ ∈ C-re.
Ezt λ = 1-re és λ = i-re alkalmazva 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉.
(2) =⇒ (5): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj , bk〉 = 1, ha j = k , 0 egyébként.
(5) =⇒ (7): triviális. (7) =⇒ (8): 〈Abj ,Abk〉 = 〈bj ,A∗Abk〉,
tudjuk, hogy ezek [A∗A]b elemei.
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Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 19 / 21

Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,
ha az áttérés mátrixa unitér,



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 19 / 21

Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,
ha az áttérés mátrixa unitér, illetve ortogonális.



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 19 / 21

Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,
ha az áttérés mátrixa unitér, illetve ortogonális.
Speciálisan minden M ∈ C

n×n mátrixhoz van olyan
unitér U ∈ C

n×n,



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 19 / 21

Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,
ha az áttérés mátrixa unitér, illetve ortogonális.
Speciálisan minden M ∈ C

n×n mátrixhoz van olyan
unitér U ∈ C

n×n, hogy U−1MU felső háromszögmátrix.



Egybevágósági transzformációk Algebra2, normál 7. előadás 19 / 21

Egybevágósági transzformációk: megjegyzések

Az előző tétel szerint egy bázistranszformáció akkor
és csak akkor visz ortonormált bázist ortonormált bázisba,
ha az áttérés mátrixa unitér, illetve ortogonális.
Speciálisan minden M ∈ C

n×n mátrixhoz van olyan
unitér U ∈ C

n×n, hogy U−1MU felső háromszögmátrix.

A normalitás valós mátrix esetében azt jelenti, hogy
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következik, hogy komplex fölött van ortonormált sajátbázisa.
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n×n mátrixhoz van olyan
unitér U ∈ C

n×n, hogy U−1MU felső háromszögmátrix.

A normalitás valós mátrix esetében azt jelenti, hogy
felcserélhető a transzponáltjával. Ebből azonban csak az
következik, hogy komplex fölött van ortonormált sajátbázisa.

Egy valós mátrix akkor ortogonális, ha a transzponáltja
az inverze, azaz ha komplex fölött ONB-ben diagonalizálható,
és minden komplex sajátérték abszolút értéke 1.
Mi a legszebb alakja valós fölött?
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√
2.

Ekkor b1 és b2 valós, ortonormált,
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valamint „tükrözésekre” „bontható”.
A bizonyítás ötlete: A karakterisztikus polinom valós
együtthatós, így a sajátértékek konjugált párok, vagy ±1.
Az A mátrixa ONB-ben M. Ha Mv = λv , akkor Mv = λv .
Legyen b1 = (v + v)/

√
2 és b2 = −i(v − v)/

√
2.

Ekkor b1 és b2 valós, ortonormált, és ebben a kételemű bázisban
A mátrixa a fenti forgatás.
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euklideszi tér. Hossz, távolság, szög, ortogonalitás.
Ortogonális, ortonormált vektorrendszer és bázis.
Adjungált; normális, unitér, ortogonális transzformáció.

Tételek
A CBS-egyenlőtlenség, a háromszög-egyenlőtlenség, egyenlőség.
Vektor koordinátái, transzformáció mátrixa ortonormált bázisban.
Ortogonális rendszer független. Gram–Schmidt-ortogonalizáció,
minden ortogonális rendszer kibővíthető ONB-vé. Az adjungált
jellemzése skaláris szorzattal. A diagonalizálhatóság jellemzése
ONB-ben C fölött. Komplex feletti transzformáció alkalmas
ONB-ben háromszögmátrix. Az egybevágósági transzformációk
jellemzései. Ortogonális transzformáció blokkfelbontása.
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