1. A diagonalizilhatosag feltétele

Diagonalizalhat6 transzformacidok
Legyen V véges dimenzios vektortér T {516tt és A € Hom(V).

Tétel (F6.6.1. Feladat)

Pontosan akkor létezik olyan bézis V-ben, melyben A matrixa diagonéalis, ha
A minimalpolinomja gyoktényezsk szorzatara bomlik T" f0l6tt, és minden gydke
€qYySzeres.

Fétengelytétel (F8.6.2. Tétel)

Ha T = R, akkor pontosan akkor 1étezik olyan ortonormdlt bazis V-ben,
melyben A maéatrixa diagonalis, ha A ortonormaélt bazisban vett matrixa szim-
metrikus, azaz [A]T = [A].

A szimmetria szempontjabol mindegy, melyik ONB-t vessziik: ha az egyikben
A maétrixa szimmetrikus, akkor mindben az. A f&tengelytételt a 9. elSadason
bizonyitjuk.

A diagonalizalhato6sag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformécié miniméalpolinomja megegyezik a (tetszoleges bazisban vett) méat-
rixdnak a minimalpolinomjaval.

Ezért hasonldé méatrixok miniméalpolinomja ugyanaz.

Valoban, minden f polinomra [f(A)] = f([4]) (HE).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonl6é egy diagonalis matrixhoz, igy az els-
z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy a minimélpolinomja
kiilénb6z6 gyoktényezSk szorzatara bomlik. Ha M diagonéalis, akkor kj; mini-
malpolinomjat kiszamoltuk: ky(z) = (x—A1) ... (x—Ap), ahol Ay, ..., A, €T
paronként kiilonbozsk (az M {6atlojanak elemei).

A megforditas kulcsa az F6.6.2. Tétel (nem bizonyitjuk). Az ebben szerepls
direkt Gsszegrdl a 9. el6adason lesz sz6.

2. A Jordan-féle normalalak

Nem diagonalizalhaté matrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasdhoz matrixot kell hatvanyozni. Ezt a
matrix diagonalizaldsaval végeztiik el.
Mit tehetink, ha a mdtriz nem diagonalizalhaté?



Példa
ME) _ﬂ b () = (—2)(4— 7) + 4 = 2% — 4o + 4.

Ez (v — 2)2, az egyetlen sajatérték a 2. Sajatvektorok:
0 4|z | “4y | _.|= _
B R P R R

A sajataltér az r [ﬂ vektorokbol all, tehat egydimenzios.

A geometriai multiplicitas kisebb, igy M nem diagonalizdlhato.

Szebb alak
A példa folytatasa

M = { _ﬂ nem diagonalizalhato.

Legyen b; = {_;] és by = {_ﬂ E bazisba transzformalva

7T =2 1 2
5 — {_3 1], §-1 = {3 7}, N = S-1MS = E g}
Ez nem diagonalis, de tudjuk hatvdinyozni!
k
HF (k szerinti indukcioval): N* = E g} = [k;:_l 20k].
Innen M* = SN*S~1 is kiszamithato:
ME — [Qk — 2k2k—1 —4k2k—1 }
k2k-1 2k 4 2f2k—1

Jordan-blokk

Definicio
Az m x m-es, A\-hoz tartozo Jordan-blokk:
(A 0 0 ... 0 0 O]
1 X2 0 0 0 0
0 1 A 0 0 O
Jm=|0 01 0 0 0f = N4+AEeC™™
0O 00 ... 1T X O
00 0 ... 0 1 A

A {64tl6 végig A, alatta az atloval parhuzamosan 1, méasutt 0.

Gyakorlaton lattuk Algebral-bél
N7 a f64tl6 alatti j-edik ,Atloban” 1, masutt 0. Specidlisan N7 = 0, ha j > m.



Jordan-normalalak

Definicio
Az M € C™*"™ matrix Jordan-alaki, ha a diagonalisiban Jordan-blokkok szere-
pelnek, a tobbi eleme nulla.

Példa:

OO OO OO oo

SO OO OO OoOw|Io
[l e ool e e =)
OO OO L OO
[N eNeNel TN ool (o)
OO RO O O OO
OO O OO
_— OO0 OO oo o oo
O OO O OO

Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)

Minden M € C™*™ matrix Jordan-alakra hozhat6 bazistranszformaciéval. Ez
esetleg tobbféleképpen is lehetséges, a kapott Jordan-féle normdlalak azonban
egyértelmid: csak a blokkok sorrendje valtozhat. Azaz minden A\ és m esetén
egyértelmiien meghatarozott (nem fligg a valasztott 4j bazistol) az, hogy a ka-
pott Jordan-alakt méatrixban hdny darab Jy ., blokk szerepel.

FONTOS: Minden diagonalis méatrix Jordan-alaki!

Bizonyitas: Algebra3-4-ben, de nem minden szakiranyon. Lasd: Kiss-jegyzet,
7.6.6. Tétel és 7.4.5. Lemma. A jegyzetben egy algoritmus is szerepel arra, hogy
hogyan lehet megtalalni a Jordan-alakot, és a hozza tartozé bazist. Haszna: van
képlet a Jordan-alak hatvanyozasara (késGbb).

Minimalpolinom és Jordan-alak

Tétel
Az M matrix minimalpolinomjaban az (z—\) gyoktényezs kitevSje a legnagyobb
A-hoz tartozé Jordan-blokk mérete.



Példaul

[2]0 0 00 00 00
0/3/0 0 OO O 0 O
0 0|1 0 00 O O O
0 0j1 1 00 O O O
M=10 0[01 1/0 0 0 0
00 0 0 011 0j]0 O
00 0 0 0|1 1/]0 O
0O 0 0 0 0 0 0|0 O
L0 0 0 0 0 0 O0[1 0
miniméalpolinomja my(z) = (z — 2)(z — 3)(x — 1)322.
Példak a Jordan-alak kiszamitasara
0 0 O 0 0 1
M=10 0 O és N=1|1 0 0f.
1 0 0 0 0 O

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x3. Mivel M? = 0 de N? # 0,
ezért mys(x) = 22 és my(x) = 23, Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartozo
blokkok szerepelhetnek. Az M Jordan alakjaban a legnagyobb blokkméret 2 x 2-
es, emellé mar csak egy darab 1 x 1-es blokk fér el. Az N Jordan alakjaban egy

darab 3 x 3-as blokk van. Ezért a megfelel6 Jordan-alakok a kdvetkezsk.

0 00 0 0 0 0 00
M: |1 0 Of vagy [0 O 0], illetve N: |1 0 O0f.
0 00 010 010

Az els6 két matrix hasonlo, a blokkok sorrendjében kiilonboznek.

Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

Dy 0 ... 0 DF 0 ... 0
0 Dy ... 0 0 Dt ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Dk
Itt Dq,..., D, tetszGleges, nem feltétleniil egyforma méret métrixok, melyeken

kiviil minden elem nulla.

Példa 08
0 -1 0 -1 0 0
1 0 0] =| 0 =1 0f (A fels6 blokk 90°-0s forgatas!)
0 0 1 0 0 -1



A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas

J f\cym féatloja felett nulla all;

a f64t16 alatti j-edik ,4t16” végig (¥)\¥=7 (ahol j > 0).

k

2 0 0 2k 0 0

1 2 0 = k2k—1 ok 0].
0 1 2 k=2 (k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas

Jam = N+ AE. Itt N és \E felcserélhetd, mert N(AE) = AN = (AE)N. Igy
alkalmazhat6 a binomidlis tétel:

(AE+N)¥ = AE)* + kAE)FIN + ...+ (%) (AE)* /N7 + ... . Hasmaljuk fol
N7 ismert szerkezetét. O

3. Leképezés és matrix rangja

Linearis leképezés és matrix rangja

Definicio
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenzioja: r(A) = dim Im(A).

F3.4.1. Definici6
Az M métrix oszloprangja az oszlopaibol allo vektorrendszer rangja.
Az M sorrangja a soraibdl allo vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel
Minden M métrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a mdtriz rangja, jele r(M).

Tétel (F5.7.11. Feladat)
Egy linearis leképezés rangja ugyanaz, mint tetsz6leges bazisparban felirt mat-

rixdnak az oszloprangja: r(A4) = r([4]).

Sorrang és oszloprang: Lemma

Lemma

Legyenek vy,...,v, egy L matrix sorai, wi,...,w,, az oszlopai. Tegyiik fel,
hogy Av1 + ...+ Apv, = 0. Bovitsiik L-et olyan oszlopokkal, amelyek lineari-
san fiiggenek wi, ..., wy,-t6l. Ekkor a kib&vitett méatrix sorainak a Ai,..., A\,

egylitthatokkal vett linearis kombinacioja szintén nulla.



Bizonyitas

A kibovitett matrix egyik oszlopa legyen w = pywy + ... + Upmwy,. Jeldlje s a
[A1, ..., An] sorvektort, t a [uy ..., i) oszlopvektort.

A Mvr + ...+ A, = 0 feltétel azt jelenti, hogy sL = 0.

Aw=pwy + ...+ pmwy, feltétel azt jelenti, hogy Lt = w.

A szorzas asszociativitasa miatt sw = s(Lt) = (sL)t = 0t = 0.

Vagyis w komponenseinek a \q,...,\, egylitthatokkal vett linearis kombinéci-
6ja tényleg nulla. O

Sorrang és oszloprang: Kévetkezmény
Gyorsabb bizonyitas a Lemmara: a feltétel szerint s ortogonélis a w1, ..., wy,
vektorokra, igy minden linearis kombinaciéjukra is.

Kovetkezmény
Ha egy N maétrixnak k sora van, és ezek lineédrisan fiiggetlenek, akkor oszlop-
rangja legalabb k.

Bizonyitas

Legyen wi, ..., w,, oszlopok maximalis fiiggetlen rendszere N-ben,
és L = [wy,...,wy] a megfelel§ részmatrix.

Ekkor N oszloprangja m, és N minden oszlopa fiigg wy, . .., wy,-t6l.

Indirekt feltevés: m < k. Ekkor L sorai Osszefliggenek, mert 7™ -ben barmely
k > m darab vektor Osszefiigg. De akkor N sorai is Osszefiiggenének a Lemma
miatt, ellentmondas. O

A rangok egyenlségének bizonyitasa

Sorrang = oszloprang

Legyen M sorrangja k. Vegyiink ki k fiiggetlen sort, a kapott részmatrix le-
gyen N. Az el6z6 Kovetkezmény miatt N oszloprangja legalabb k, igy M osz-
loprangja is legalabb k (HF). Belattuk, hogy oszloprang > sorrang. Ezt az M
transzponaltjara alkalmazva a forditott egyenlStlenség adodik. O

r(A) = r([A4]) bizonyitasa

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben.

HEF': Ekkor A(by), ..., A(b,) generatorrendszer Im A-ban.
Azaz r(A) = dimIm A = r(A(by),..., A(by)).

Az [A]b,a oszlopvektorai [A(b1)]as - - -, [A(by)]a-

De 7(A(b1), ..., A(by)) = r([A(b1)]a, - -, [A(bn)]a) = r([A4]),

mert w — [w]q izomorfizmus, igy megdrzi a rangot (HF). O

Gauss-eliminacié és rang

Allitas
A matrix rangja nem valtozik, ha akir a sorokkal, akar az oszlopokkal Gauss-
eliminacios lépéseket végziink.



Bizonyitas
Lattuk: vektorrendszer rangja nem valtozik, ha

e az egyik vektorbol kivonjuk egy masik skalarszorosat;
e az egyik vektort nem nulla skalarral szorozzuk.

Ha ezt a sorokkal végezziik, akkor a sorrang nem valtozik, ha az oszlopokkal,
akkor az oszloprang nem valtozik. O

Héazi Feladat: A Gauss-eliminécio végeztével a vezéregyesek szama megegyezik
a matrix sorrangjaval.

Determinansrang

Definicio
Az M matrix determindnsragja r, ha

@ kivalaszthato r sor és r oszlop tgy, hogy a metszéspontjaikban allo r x r-es
matrix determinansa nem nulla;

(2) de r 4+ 1 sor és oszlop mar nem vélaszthato ki igy.

Tétel (F3.4.2. Tétel)
Minden matrix determinansragja egyenl$ a rangjaval.

Bizonyitasi 6tlet: Megmutathato, hogy Gauss-eliminacios lépések soran a deter-
minansrang sem valtozik (lasd F3.4.2. Tétel).

Mivel det(N) = det(NT) minden négyzetes matrixra, ezen az tton tj bizonyi-
tast kaphatunk a sorrang és az oszloprang egyenlGségére.

4. Rangra vonatkoz6 egyenlGtlenségek

Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(4) < dimV és r(A) < dim W.

dimImA +dimKer A =dimV
r(4) =dimIm A < dimV
ImACW

r(4) =dimIm A < dim W



Allitas
Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A + B) < r(A) + r(B).

A bizonyitas gondolata

r(A+ B) = dimIm(A + B). HE: Im(A + B) CIm A + Im B.
dim(Im A +Im B) < dimIm A + dimIm B = r(A) + r(B),
mert dim(U 4+ V) =dimU +dimV — dim(UNV).

Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is.

Bizonyitas

Mivel Imn AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v). Ekkor Im(D) = Im(AB).

A dimenzittételbsl dim Im D + dim Ker D = dim Im B.

Igy r(AB) = (D) = dimIm D < dimIm B = r(B).

5. Linearis egyenletrendszer és rang

A kibévitett matrix

1121 + a12%2 + ... + A1 Tm = by
2121 + a22T2 + . .. + A2 Ty = b2

Ap1T1 + Q2T + .o + QT = bn,

a1 ai2 e A1m X b1

a1 Q22 ... G2 T2 . bo
M= L, ox= és b=

aApl Ap2 .. Qum Lo by,

Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.

ail a2 e A1m b1

21 a2 ... Q2 by g o
[M,b] = m a kibévitett matrix.

Anl Gp2 . Qum  bn



A megoldhatosag jellemzése

Tétel (F3.4.3. Tétel)

Legyen M € T™*"™. Az Mz = b linearis egyenletrendszer pontosan akkor old-
hato meg, ha a kibGvitett matrix rangja megegyezik az egyenletrendszer méatri-
xanak rangjaval: r([M,b]) = r(M). Ilyenkor a megoldas pontosan akkor egyér-
telmd, ha (M) = m (vagyis M rangja egyenls az ismeretlenek szaméaval).

Bizonyitasvazlat

Akkor és csak akkor van megoldas, ha b benne van az M oszlopai altal generalt
altérben, vagyis ha M és [M, b] oszlopai ugyanazt az alteret generaljak. Akkor és
csak akkor egyértelmid a megoldéas, ha M oszlopai linearisan fiiggetlenek is. [

6. Osszefoglald

A 6. el6adashoz tartozb vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alakti matrix. Linearis leképezés rangja, mint a képtér
dimenzi6ja. Sorrang, oszloprang, determinansrang. Egyenletrendszer kibévitett
matrixa.

Tételek

Diagonalizalhatosag leolvasasa a minimélpolinomrol, f6tengelytétel. A Jordan-
normalalak létezése, egyértelmiisége. A minimalpolinom leolvasasa a Jordan-
alakrol. Blokk-matrix, Jordan-blokk hatvanyozasa. Leképezés és méatrixanak a
rangja egyenlé. A sorrang és az oszloprang egyenlGsége. A rang két fels6 becs-
lése. Osszeg és szorzat rangja. Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak és
a megoldas egyértelmiiségének jellemzése a rang segitségével.



