1. Diagonalizalas
Diagonalizalhaté matrixok

Ismétlés
Legyen M, N € T™*™. Az M és N hasonld, ha van olyan A linearis transzfor-
mécio, hogy M is és N is az A maétrixa egy-egy alkalmas béazisban. Az M és
N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~!NS alkalmas invertalhato S € T"*"
matrixra.

A € Hom(V) diagonalizdlhatd, ha van olyan bézis, amelyben A matrixa diago-
nalis. A diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbol allo bazis.

Definicio

Az M matrix diagonalizdlhatd, ha hasonlo egy diagonélis matrixhoz.
Ekvivalens: M egy diagonalizalhato transzformacié métrixa.
Diagonalizalas bazistranszformacioval

Az 1j bazis a sajatvektorokbol fog allni:

M = ﬁ (1)} = ka(z) =22 —1 = az A sajatértékei £1.
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Sajatvektorokbol 4ll6 bazis példaul [J és [_1] .
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Bazistranszforméacio: az attérés méatrixa S = it
az oszlopok az 1j bazis vektorai a régi (a szokasos) bazisban.
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Ennek inverze S7* = - [1 1} Ezért

S—IMS= [1 O] az M diagonalizdltja (f64atloban sajatértékek).

0 -1

Vagyis M-et bazistranszformacioval diagonélis alakra hoztuk.

A diagonalizalhatosag elégséges feltétele

Tétel
Ha egy n x n-es méatrix karakterisztikus polinomjanak n kiilonb6z8 gyoke van,
akkor a matrix diagonalizdlhato.



Két példa a megforditas kapcsan

21 2 0]. Ekkor kns(2) = ky (2) = (z — 2)2.

M:_o 2}68]\[[0 2

Azaz van kétszeres gyok. Az N diagonalizalhato (diagonalis).
Az M viszont nem diagonalizdlhato. Mert: ha Mv = 2v, akkor

S H ] B — oo
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Az {ﬂ alaki vektorok kozott nincs két fliggetlen (azaz bazis).

A sajatvektorok filiggetlenek

Lemma (Freud, 6.1.9. Feladat)
Paronként kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
linedrisan fiiggetlenek.

Igy igaz a tétel, mert minden n elemi fiiggetlen rendszer bazis.

Bizonyitas

A(v1) = Mvry ..., A(vk) = Aok, indukei6 k szerint (0-ra igaz).

Tegyiik fol, hogy piv1 + ... + prvr = 0. Az A-t alkalmazva

0=p1A(v1) + ...+ uA(vg) = prAivr + .o + P Akvk.

Az el6z6 egyenlet \p-szeresét kivonva

pa(Aa — A)ve + ...+ pr(Ag — A1)vg = 0. Az indukeios feltevés

miatt va,. .., v fiiggetlen, igy p;j(A; — A1) =0, ha j > 2.

Mivel a A; paronként kiilonboz6, ezért pus = ... = pp = 0.

Mivel vy # 0 (hiszen sajatvektor), a fenti egyenletbdl p = 0. O

Algebrai és geometriai multiplicitas

Definicio

Legyen \ sajatértéke az A transzformécionak (matrixnak). A X\ algebrai mul-
tiplicitdsa k, ha A (pontosan) k-szoros gyoke A karakterisztikus polinomjanak.
A X geometriai multiplicitdsa m, ha a A-hoz tartozo sajataltér dimenzioja m.

Tétel (HE!)

A geometriai multiplicitas legfeljebb akkora, mint az algebrai.

A transzformacioé pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha a kar. polinom gyokténye-
z6kre bomlik (a skalarok testében), és a kétféle multiplicitas minden sajatérték
esetében egyenld.

Példa: M = B ﬂ esetében az egyetlen A = 2 sajatérték geometriai multipli-
2

citdsa 1 (a sajatalteret [1,0]7 generalja) az algebrai 2, mert kys(z) = (z — 2)2.



A diagonalizalhat6sag eldontése

Egy transzformécié (matrix) pontosan akkor diagonalizdlhato, ha a karakte-
risztikus polinom gyoktényezSkre bomlik (ezért valdés méatrixoknak sokszor a
komplex sajatértékekeit nézziik), és minden sajatérték algebrai és geometriai
multiplicitasa egyenls. (Szemléletesen: van ,elég sok” fiiggetlen sajatvektor.)

Specidlisan ha M € T™*™ és kps(x)-nek n kiillonb6z6 gydke van T-ben, akkor
minden algebrai és geometriai multiplicitas 1, azaz M diagonalizalhaté (igy e
tétel erésebb az imént belatottnal).

Algoritmus a diagonalizalhat6sag eldontésére

Az algebrai multiplicitasok a karakterisztikus polinomrol leolvashatoak (ki kell
tudjuk szamolni a gyokeit).

A geometriai multiplicitds a sajatvektorok kiszamitasdhoz felirt linearis egyen-
letrendszerben a szabad valtozok szama.

2. Behelyettesités polinomba

Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap + a1z + ... + apa™ € T[z].

Ha M € T"*™ négyzetes matrix és £ € T™*™ az egységmétrix, akkor legyen
f(M)=aE+aM+...+a, M™ € T,

Ha V vektortér T folott, A € Hom (V) és I € Hom(V) az identitas, akkor legyen
f(A) =apl + a1A+ ...+ an, A™ € Hom(V).

Behelyettesitéskor az f konstans tagjdt az eqységmdtrizszal, illetve az identitds-
sal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M® = E és A =1.)

Példa
sy =o-2x=[0 ol =[5 o =205 9 =10 o

A a kétszeresre nyujtas az origobol, f(A) = A —2I =0.
([A] = N tetszdleges bazisban.)

Példak behelyettesitésre

Példa
f(z) =22 — 4z + 4, M:[(Q) ﬂ
2
Ekkorf(M):B é] —4[3 §]+4B ‘ﬂ:

R



Diagonalis matrix behelyettesitése (HF)

MO ... 0 f) 0 ... 0
0 X ... 0 0 f() ... 0
D=. . . . |=fD)=| . : . :
0 0 ... A\ 0 0 . fOw)

Behelyettesités 6sszegbe és szorzatba

Allitas

Ha f,g € T[x], M € T™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy méatrix helyett transzformaciora.

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax?® + bx + ¢ és g(x) = ux? + va.

(f9)(x) = auz* + (av + bu)x3 + (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu) M3 + (bv + cu) M? + cvM.

f(M) = aM? 4+ bM + cE és g(M) = uM? + oM. Igy f(M)g(M) =

= aM?uM? + aM?*vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.

Nyilvan aM?uM? = auM?, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis M?>M = M M??

Az asszociativitds miatt! HF: M™"M* = M*M"™ ha n,k > 0

(itt MO = E). Vagyis M hatvdnyai felcserélhetdk. O

3. A minimalpolinom

Polinom gyotke

Ko6vetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicio
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) =0 (illetve f(A) =0).

Példa

Az N = 3 g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Mdsnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:

g(x) = (x — 2)h(x) + ¢ (ahol c skalar). Innen

0 =g(N) = (N—-2E)h(N)+cE = 0h(N) + cE = cE. Azaz ¢ = 0, tehat
x—2]g.



A minimalpolinom létezése

Tétel (v6. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T™*™ négyzetes matrixhoz

egyértelmtien létezik egy normalt my; € T[z] polinom ugy,

hogy tetsz6leges f € T[z] polinom esetén f(M) =0 <= my | f.

Definicio

Az myp; az M métrix minimdlpolinomja. Az analdg &llitds érvényes minden
véges dimenzios vektortéren hato A linearis transzforméciora is. Ekkor a mini-
malpolinom jele m 4.

Példa
Az N = (2) g} minimélpolinomja x — 2.

A minimalpolinomra vonatkoz6 tételek
mps normalt, f(M) =0 < mp | f.

Allitas
A miniméalpolinom a legalacsonyabb fokid olyan normalt polinom, aminek a
transzformécio gyoke.

Cayley—Hamilton-tétel
Minden matrix gyoke a karakterisztikus polinomjanak.

Kovetkezmények

A miniméalpolinom gyokei pontosan a sajatértékek. A minimalpolinom a ka-
rakterisztikus polinom oszt6i kozott a legalacsonyabb fokd normélt polinom,
melynek a méatrix gyoke.

A kétdimenzids eset

0 1
M = [1 O:|, k]u(l‘) =2 —1.

A minimalpolinom ennek norméalt osztbja, azaz 1, x — 1, = + 1, 22 — 1 egyike
lesz. A minimélpolinomnak gydke minden sajatérték, igy mas(z) = 22 — 1.

Ha mp(z) = 2 — ¢, akkor M — ¢cE = 0, azaz M = cE. Vagyis elsdfoki
minimélpolinomja pontosan a cFE alaki matrixoknak van.

Kovetkezmény
Ha egy kétszer kettes matrix nem cF alakt, akkor minimélpolinomja ugyanaz,
mint a karakterisztikus polinomja. O



Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas

Legyen D diagonéalis matrix és Aq1,..., A, a f6atlo elemei, de mindegyik csak
egyszer felsorolva. Ekkor mp(z) = (x — A1) ... (x — Am)-

Példabizonyitas
1 00

D= |0 2 0] minimélpolinomja m(z) = (x — 1)(z — 2).
0 0 1

m(D) =0 (HF), de (z — 1)(z — 2) | mp(x), mert 1, 2 sajatérték. O
2 1 ) ) .

M = 0 2 miniméalpolinomja (z — 2)? (van kétszeres gyoke!).

A minimalpolinom kiszamitasa

Példa

0 0 O 0 0 0
M=1]1 00 és N= 1|1 0 0f.

0 0 0 01 0

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —z3. A két minimalpolinom ennek

normalt osztéja: 1, x, 2% vagy x>. Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatér-

téke. Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhat6. Mivel

M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja 22, hiszen ez a legalacsonyabb

fokt, amelyiknek gydke a matrix. Mivel N2 # 0, ezért N minimalpolinom-

ja 3. Azt nem kell ellendrizni, hogy x3-nek gydke N, mert ez kdvetkezik a

Cayley—Hamilton-tételbol.

4. Bizonyitasok

Létezik a minimalpolinom

Allitas

Ha M € T™*™, akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0. Ha m a
legkisebb foku ilyen, akkor (Vf)f(M) =0 <= m| f.

Bizonyitésvézlat2
E,M,M?, ..., M™ linearisan osszefiigg, mert dim(7"*") = n?,
és ez n? + 1 elem. Ezért van olyan aq, ... a,2, nem mind nulla,

hogy aoE + a1 M + ...+ a2 M™ = 0. Legyen g(z) = ap + a1@ + .. . + ap2z™ .
Ekkor g # 0, de g(M) = 0.

Legyen f tetszsleges, f = mq + r, ahol gr(r) < gr(m) vagy r = 0.

Ekkor f(M) = m(M)q(M) +r(M) =0g(M) + r(M) = r(M).

Azaz f(M) =0 < r(M) =0. De m a legkisebb foku polinom,

melynek M gyoke. Ezért (M) = 0 csak r = 0 esetén lehet. O



Minden sajatérték gyok

Allitas (F6.3.5. Tétel)
Ha )\ sajatértéke az M méatrixnak és f(M) = 0, akkor f(A) = 0. Igy M minden
sajatértéke gyoke M minimalpolinomjanak.

Bizonyitas

Legyen v # 0 sajatvektor, azaz Mv = Av.

M?v = M(Mv) = M(\v) = AMv = \v.

M3y = M(M?v) = M(\%v) = A2Mv = \3v.

Es igy tovabb (indukcioval) M*v = A, ha k > 0.

Ha f(z) = ap+ a1 + ... + apz™, akkor
f(M)v=apEv+aMv+...+a,M™v =

=agv + a1 A+ ...+ ap N0 = f(N)v.

Tehat 0 = f(M)v = f(A)v, és mivel v # 0, ezért f(N\) = 0. O

Minden gyok sajatérték

Allitas

A minimélpolinom osztéja a karakterisztikus polinomnak. Specialisan a mi-
nimélpolinom minden gyoke sajatérték. A minimalpolinom foka legfeljebb a
dimenzi6.

Bizonyitas

A Cayley—Hamilton-tétel miatt kps (M) = 0. Ezért a minimalpolinom tulajdon-
saga miatt mas | kpar. Mivel kpy gyokei az M sajatértékei, ezért my; minden gyo-
ke sajétértéke M-nek. Mivel n = gr(kys) az M mérete, ezért gr(mas) <n. O

A Cayley—Hamilton-tételt nem bizonyitjuk. A bizonyitasahoz Gjabb eszkozok
kellenek. Lasd Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.7.6. Tétel.

5. Véges Markov-folyamatok

Egyszerid alkalmazas fiktiv adatokkal

Budapesten a tomegkozlekedést hasznalok aranya 60%. Evente a tomegkozleke-
dést hasznalok 10%-a autora valt, és az autosok 5%-a tomegkozlekedésre valt.
Hosszt tavon milyen aranyban hasznéljak majd a tomegkozlekedést?

Matematikai modell

Az n-edik évben a,-ed rész autos, b,-ed rész tomegkozlekeds.

Ekkor a1 = 0,95a, + 0,1b,, és b,11 = 0,05a, + 0,9,,. Jelenleg ay = 0,4 és
by = 0,6. Matrixosan felirva:

0,95 0,17 [an]  [anit 095 01] . [an

[0,05 0,9} {bn} - [bnﬂ}‘ Ha M = [0,05 0,9} 8 n = {bn}
akkor vy, 11 = Mwv,, tehat v, = M™vy. Vagyis a feladat az M matrix hatvanya-
inak a kiszamitasa. Ehhez diagonalizdljuk az M métrixot.



A matrix hatvanyainak kiszamitasa

0,95 0,1

M = { } kear (z) = 22 — 1,85z + 0,85,

0,05 0,9
Sajatértékek: 1 és 0,85, sajatvektorok: E] és {_ﬂ
P 1 a1 1 1 10|
s=[1 ) s=gl ) sms=g ol =2
Ezért M = SDS™! = M3 =SDS'SDS-1SDS~! =SD3s5~ 1.

De diagondlis mdtrizot konnyd hatvdnyozni: D™ = FO 0 354 .

M" = SDrS = L {

240,857 2-2- 0,851
3

1-0,85" 1+42-0,85"|"
04] . 1[2-08-0,85"
UOZ|:06:|71gy’l)n:MnU0:3|:1+08085n:|

Az eredmény elemzése

Az n-edik évben a, = 66,6 — 26.7 - 0,85™ szazalék jar autdval,
és b, = 33,3 + 26.7 - 0,85™ szazalék tomegkozlekedik.

Ha n — oo, akkor 0,85™ — 0 (mert |0,85] < 1), vagyis

hosszt tavon 66,666% autozik és 33,333% tomegkozlekedik.
HF: Ez nem fiigg a kiindulo eloszldstol (a 60%-t61)!!

Ev | autézo | tomegkdzlekeds
0 40% 60%
44% 56%

2 47% 53%
55% 45%

10 61% 39%
20 66% 34%

Az eredeti foltevések fiktivek!



6. Osszefoglalo

Az 5. el6adashoz tartoz6 vizsgaanyag

Fogalmak
Diagonalizalhaté matrix. Sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasa. Mat-
rix behelyettesitése polinomba. Minimalpolinom.

Tételek

Kiilonbo6z6 sajatértékhez tartozod sajatvektorok fiiggetlenek. M € T™*™-nek
n kiilonbozs sajatértéke van —> M diagonalizalhato. (V) alg. és geom.
multiplicitas egyenl§ <= M diagonalizalhat6. A miniméalpolinom létezik, és
(Vf)( f(M) =0 <= my | f) Cayley-Hamilton-tétel: minden métrix gyoke
a karakterisztikus polinomjanak, ezzel ekvivalens: mys | kpr. A minimalpoli-
nom gyokei pontosan a sajatértékek. A minimalpolinom akkor elséfoku, ha a
transzformacio nyujtas. Diagonalis matrix minimalpolinomja (és sajatértékei).



