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A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.



A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).



A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:

km(x) = (x — A1) ... (x — Am),




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:

kpm(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol A1,..., A\, € T paronként
kiilonbozsk




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:

km(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol Aq, ..., Am € T paronként

kiilonbozsk (az M féatléjanak elemei).




A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:

km(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol Aq, ..., Am € T paronként

kiilonbozsk (az M féatléjanak elemei).

A megforditas kulcsa az F6.6.2. Tétel (nem bizonyitjuk).



A diagonalizalhatésag feltétele Algebra2, normal 6. eldadas 3/23

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas

Transzformacié miniméalpolinomja megegyezik

a (tetszéleges bazisban vett) matrixanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonlé egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z6 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z8 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kjp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:
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A példa folytatasa
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Jordan-blokk

Definicié
Az m x m-es, \-hoz tartozé Jordan-blokk:
(A 0 0 ... 0 0 O]
1 A0 0 0O
0 1 X 0 0O
Im = 0 0 1 0 0O
0 0 O 1 A0
|0 0 0 .. 1 A
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Jordan-normalalak

Definicié
Az M € C™" matrix Jordan-alakad, ha a diagonalisaban
Jordan-blokkok szerepelnek,
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Jordan-normalalak
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Peélda:

O O OO OO o o|N

O O OO OO o|w|o
OO OO0+~ ~=,|OO
OO OOk~ O o
O O OO+ OO |0 o
OOk, P, OOO OO
OO OO0 OO o o
H OO O OO O O O
O OO0 O O oo o o




A Jordan-féle normalalak Algebra2, normal

Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)

Minden M € C"*" matrix Jordan-alakra hozhaté
bazistranszformaciéval.
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Minimalpolinom és Jordan-alak

Tétel
Az M matrix minimalpolinomjaban az (x — \) gyoktényez§ kitevgje
a legnagyobb A-hoz tartoz6 Jordan-blokk mérete.
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Minimalpolinom és Jordan-alak

Tétel
Az M matrix minimalpolinomjaban az (x — \) gyoktényez§ kitevgje
a legnagyobb A-hoz tartoz6 Jordan-blokk mérete. Példaul
H 0000O00O0O0O
0[3/0 000 O0OO0OO
0 0|1 0 0|0 O O O
0 01 1 0j0 0 OO
M=10 0l01 1]/0000
0O 00 0 O|1 00 O
0 00 O0O0O|1 1|00
0 00O0OOTO|O0O0O
0 00 0O O0O0O1 0
minimalpolinomja mM(x) (x —2)(x — 3)(x — 1)3x2
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0
M=10 0 O és N= |1
1 00 0

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x?

01
0 0f.
0 0
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara
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Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.
Mivel M2 =0 de N? # 0, ezért my(x) = x> & my(x) = x°.
Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartozé blokkok szerepelhetnek.
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0 0 O 0 0O
M: |1 0 0| vagy |0 O 0],
0 0O 010
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara
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Ezért a megfelelé Jordan-alakok a kdvetkezsk.

0 0 O 0 0O 0 0 O
M: |1 0 0| vagy |0 O 0Of, lletve N: |1 0 O0f.
0 0O 010 010

Az elsé két matrix hasonld, a blokkok sorrendjében kiildnbdznek.
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0 -1 0
1 00
0 i
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Példa
O _

10
1 00 (A felsé blokk 90°-os forgatas!)
0 i
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Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)
k

D 0 ... 0 DfF 0 ... 0
0 D ... O 0 Dk ... 0
0 0 ... D, 0 0 .. D
Itt D1, ..., D, tetszéleges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok, melyeken kiviil minden elem nulla.

Példa

0 -1 0" [-1 0 o0

1 0 0 =] 0 =1 0| (Afelss blokk 90°-os forgatas!)
0 0 i 0 0 -1
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
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o= N
=N O
N O o
Il
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2 0 0" ok 0 0
1 2 0| = k2k-1 ok 0.
012 2k=2k(k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas
Iam =N+ AE.
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
J , featloja felett nulla all;
a f6atlo alatti j-edik ,atl6” végig () \“/ (ahol j > 0).

k

2 00 e 0 0
1 2 0| = k2k-1 ok 0.
012 2k=2k(k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhets, mert

N(ME) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
(AE + N)k =
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
J , featloja felett nulla all;
a f6atlo alatti j-edik ,atl6” végig () \“/ (ahol j > 0).

k

2 00 e 0 0
1 2 0| = k2k-1 ok 0.
012 2k=2k(k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhets, mert

N(ME) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
(AE + Nk = (AE)K + k(AE)<—IN
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
J , featloja felett nulla all;
a f6atlo alatti j-edik ,atl6” végig () \“/ (ahol j > 0).

k

2 00 e 0 0
1 2 0| = k2k-1 ok 0.
012 2k=2k(k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhets, mert

N(AE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhats a binomialis tétel:
(AE + N)k = (AE)* + kAEY <IN+ ...+ (AW + ...
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
J , featloja felett nulla all;
a f6atlo alatti j-edik ,atl6” végig () \“/ (ahol j > 0).

k

2 00 e 0 0
1 2 0| = k2k-1 ok 0.
012 2k=2k(k —1)/2 k2k-1 2k

Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhets, mert

N(MNE) = AN = (AE)N. gy alkalmazhat6 a binomialis tétel:

(AE + N)k = (AE)* + kAEY <IN+ ...+ (AW + ...
Hasznaljuk fol )V ismert szerkezetét. Ol
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F3.4.2. Tétel
Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.




Leképezés és matrix rangja Algebra2, normal 6. eléadas 13 /23

Linearis leképezés és matrix rangja

Definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

F3.4.1. Definicié

Az M matrix oszloprangja az oszlopaibél all6 vektorrendszer rangja.
Az M sorrangja a soraibdl allé vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja,




Leképezés és matrix rangja Algebra2, normal 6. eléadas 13 /23

Linearis leképezés és matrix rangja

Definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).
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Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).
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Linearis leképezés és matrix rangja

Definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

F3.4.1. Definicié

Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl all6 vektorrendszer rangja.
Az M sorrangja a soraibdl allé vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).

Tétel (F5.7.11. Feladat)

Egy linearis leképezés rangja ugyanaz, mint tetszéleges
bazisparban felirt matrixanak az oszloprangja:
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Linearis leképezés és matrix rangja

Definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

F3.4.1. Definicié

Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl all6 vektorrendszer rangja.
Az M sorrangja a soraibdl allé vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).

Tétel (F5.7.11. Feladat)

Egy linearis leképezés rangja ugyanaz, mint tetszéleges
bazisparban felirt matrixanak az oszloprangja: r(A) = r([A]).
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akkor oszloprangja legalabb k.

Bizonyitas
Legyen wy, ..., W, oszlopok maximalis fliggetlen rendszere

N-ben, és L = [wq, ..., w,,| a megfelel részmatrix.
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Gyorsabb bizonyitas a Lemmara: a feltétel szerint s ortogonalis
a wi, ..., Wy, vektorokra, igy minden linearis kombinaciéjukra is.
Kovetkezmény

Ha egy NV matrixnak k sora van, és ezek linearisan fiiggetlenek,
akkor oszloprangja legalabb k.

Bizonyitas
Legyen wy,. .., w,, oszlopok maximalis fliggetlen rendszere
N-ben, és L = [wq, ..., wy| a megfelel részmatrix. Ekkor
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Allitas
A matrix rangja nem valtozik, ha akar a sorokkal, akar az
oszlopokkal Gauss-eliminaciés |épéseket végziink.
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Hazi Feladat: A Gauss-eliminacié végeztével a vezéregyesek szama
megegyezik a matrix sorrangjaval.
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Bizonyitasi otlet: Megmutathatd, hogy Gauss-eliminacios lepések
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Mivel det(NV) = det(N ") minden négyzetes matrixra, ezen az Gton
0j bizonyitast kaphatunk a sorrang és az oszloprang egyenlGségére.
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J
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r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J
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Mivel Im AB C Im A, igy
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Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
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Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas

Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v). Ekkor Im(D) = Im(AB).
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas

Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v). Ekkor Im(D) = Im(AB).
A dimenziétételbsl dim Im D + dim Ker D = dim Im B.
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas

Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v). Ekkor Im(D) = Im(AB).

A dimenziétételbsl dim Im D + dim Ker D = dim Im B.

Igy r(AB) = r(D) = dimIm D < dimIm B = r(B). O




Linearis egyenletrendszer és rang

A kib8vitett matrix

aiiXy + aipoxo + ..
az1X1 + axpxg + ..

an1X1 + an2X2 + . ..

Algebra2, normal

= almXm — b1
.+ aomXm = b

+ apmXm = by
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A kib8vitett matrix

a11x1 + aexo + ... + aimxm = by
axx1 + axnxa + ... + amxm = b

ani X1+ amXxo + ...+ anmXm = bn )
dil] d12 ... daim
dp1 a2 ... am

dnl dn2 ... dmm
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dil] d12 ... daim
dp1 a2 ... am

dpnl dp2 ... dnm
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Linearis egyenletrendszer és rang Algebra2, normal 6. eléadas
A kib&vitett matrix
aixi + axe + ...+ aimxm = b
axx1 + axnxa + ... + amxm = b
ani X1+ amXxo + ...+ anmXm = bn )
a1 an aim X1 by
a a a X 3 by
dnl dn2 dnm Xm b,
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Linearis egyenletrendszer és rang Algebra2, normal 6. eléadas
A kib8vitett matrix
a11x1 + axo + ...+ aimxXm = b1
axx1 + axnxa + ... + amxm = b
ani X1+ amXxo + ...+ anmXm = bn )
a1 an aim X1 by
a a a X by
dnl dn2 dnm Xm b,

Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.
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A kib8vitett matrix

ai1xi + aipxe +
ar1X1 + axpxe +

an1X1 + an2Xx2 +

Algebra2, normal 6. eléadas

..+ aimXm = b1
..+ asmXm = b

..+ anmXm = by
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dil] d12 ... daim
dpl d22 ... a

M = e
dnl dn2 ... dmm

X1 by

X: ) b
x=|"? és b= 2

Xm lo);

Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.

a11 4a12 ... dim

[I\/l,b]: dp1 a2 ... am

dnl dpn2 ... dnm

b

b : .
2| a kibsvitett matrix.

bn
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A megoldhatésag jellemzése

Tétel (F3.4.3. Tétel)

Legyen M € T"*™ Az Mx = b linearis egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg,
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pontosan akkor oldhaté meg, ha a kibévitett matrix rangja
megegyezik az egyenletrendszer matrixanak rangjaval:
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r([M, b]) = r(M).
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A megoldhatésag jellemzése

Tétel (F3.4.3. Tétel)

Legyen M € T"*™ Az Mx = b linearis egyenletrendszer

pontosan akkor oldhaté meg, ha a kibévitett matrix rangja
megegyezik az egyenletrendszer matrixanak rangjaval:

r([M, b]) = r(M). llyenkor a megoldas pontosan akkor egyértelmdi,
ha r(M) = m (vagyis M rangja egyenl6 az ismeretlenek szamaval).

Bizonyitasvazlat

Akkor és csak akkor van megoldas, ha b benne van
az M oszlopai altal generalt altérben, vagyis ha
M és [M, b] oszlopai ugyanazt az alteret generaljak.
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A megoldhatésag jellemzése

Tétel (F3.4.3. Tétel)

Legyen M € T"*™ Az Mx = b linearis egyenletrendszer

pontosan akkor oldhaté meg, ha a kibévitett matrix rangja
megegyezik az egyenletrendszer matrixanak rangjaval:

r([M, b]) = r(M). llyenkor a megoldas pontosan akkor egyértelmdi,
ha r(M) = m (vagyis M rangja egyenl6 az ismeretlenek szamaval).

Bizonyitasvazlat

Akkor és csak akkor van megoldas, ha b benne van

az M oszlopai altal generalt altérben, vagyis ha

M és [M, b] oszlopai ugyanazt az alteret generaljak.

Akkor és csak akkor egyértelmii a megoldas,

ha M oszlopai linearisan fliggetlenek is. O
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A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alakd matrix.




Osszefoglalé Algebra2, normal 6. eldadas 23 /23

A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenzidja.



Osszefoglalé Algebra2, normal 6. eldadas 23 /23

A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenziéja. Sorrang, oszloprang, determinansrang.



Osszefoglalé Algebra2, normal 6. eldadas 23 /23

A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenziéja. Sorrang, oszloprang, determinansrang.
Egyenletrendszer kibdvitett matrixa.



Osszefoglalé Algebra2, normal 6. eldadas 23 /23

A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenzidja. Sorrang, oszloprang, determinansrang.
Egyenletrendszer kibdvitett matrixa.

Tételek

Diagonalizalhatésag leolvasasa a minimalpolinomrdl,
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A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag
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Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenzidja. Sorrang, oszloprang, determinansrang.
Egyenletrendszer kibdvitett matrixa.

Tételek
Diagonalizalhatésag leolvasasa a minimalpolinomrdl, fétengelytétel.
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A 6. el6adashoz tartozé vizsgaanyag
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Jordan-blokk, Jordan alaka matrix. Linearis leképezés rangja,
mint a képtér dimenzidja. Sorrang, oszloprang, determinansrang.
Egyenletrendszer kibdvitett matrixa.

Tételek

Diagonalizalhatésag leolvasasa a minimalpolinomrdl, fétengelytétel.
A Jordan-normalalak létezése, egyértelmiisége.
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A minimalpolinom leolvasasa a Jordan-alakrél.
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A Jordan-normalalak létezése, egyértelmiisége.

A minimalpolinom leolvasasa a Jordan-alakrél.

Blokk-matrix, Jordan-blokk hatvanyozasa.
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Leképezés és matrixanak a rangja egyenlé.
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Leképezés és matrixanak a rangja egyenls. A sorrang és az
oszloprang egyenlGsége.
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