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Diagonalizálható transzformációk

Legyen V véges dimenziós vektortér T fölött és A ∈ Hom(V ).
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A diagonalizálhatóság jellemzésének bizonyítása

Állítás
Transzformáció minimálpolinomja megegyezik
a (tetszőleges bázisban vett) mátrixának a minimálpolinomjával.
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Állítás
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Ha M diagonális, akkor kM minimálpolinomját kiszámoltuk:
kM(x) = (x − λ1) . . . (x − λm), ahol λ1, . . . , λm ∈ T páronként
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A megfordítás kulcsa az F6.6.2. Tétel (nem bizonyítjuk). Az ebben
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Nem diagonalizálható mátrixok

A véges Markov-folyamatok kiszámításához mátrixot kell
hatványozni.
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Jordan-blokk

Definíció
Az m ×m-es, λ-hoz tartozó Jordan-blokk:
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Jordan-normálalak

Definíció

Az M ∈ C
n×n mátrix Jordan-alakú, ha a diagonálisában

Jordan-blokkok szerepelnek, a többi eleme nulla.
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
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Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)

Minden M ∈ C
n×n mátrix Jordan-alakra hozható

bázistranszformációval.
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Azaz minden λ és m esetén egyértelműen meghatározott
(nem függ a választott új bázistól) az, hogy a kapott
Jordan-alakú mátrixban hány darab Jλ,m blokk szerepel.
FONTOS: Minden diagonális mátrix Jordan-alakú!

Bizonyítás: Algebra3-4-ben, de nem minden szakirányon.
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Minimálpolinom és Jordan-alak

Tétel
Az M mátrix minimálpolinomjában az (x − λ) gyöktényező kitevője
a legnagyobb λ-hoz tartozó Jordan-blokk mérete.
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Az M mátrix minimálpolinomjában az (x − λ) gyöktényező kitevője
a legnagyobb λ-hoz tartozó Jordan-blokk mérete. Például

M =

































2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0

































minimálpolinomja mM(x) = (x − 2)(x − 3)(x − 1)3x2.
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Példák a Jordan-alak kiszámítására

M =





0 0 0
0 0 0
1 0 0




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Mindkét mátrix karakterisztikus polinomja −x3.
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Csak az egyetlen 0 sajátértékhez tartozó blokkok szerepelhetnek.
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Az első két mátrix hasonló, a blokkok sorrendjében különböznek.
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Diagonális blokkmátrix hatványozása

Állítás (HF)










D1 0 . . . 0
0 D2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Dn











k

=











Dk
1

0 . . . 0
0 Dk

2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . Dk
n











.
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
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









Dk
1

0 . . . 0
0 Dk

2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . Dk
n











.

Itt D1, . . . ,Dn tetszőleges, nem feltétlenül egyforma méretű
mátrixok,
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.

Itt D1, . . . ,Dn tetszőleges, nem feltétlenül egyforma méretű
mátrixok, melyeken kívül minden elem nulla.
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

−1 0 0
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0 0 −1



 (A felső blokk 90◦-os forgatás!)
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A Jordan-alak hatványozása

Állítás

Jkλ,m főátlója felett nulla áll;
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A Jordan-alak hatványozása

Állítás

Jkλ,m főátlója felett nulla áll;

a főátló alatti j-edik „átló” végig
(

k
j

)

λk−j (ahol j ≥ 0).
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Bizonyítás

Jλ,m = N + λE .
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Állítás
A mátrix rangja nem változik, ha akár a sorokkal, akár az
oszlopokkal Gauss-eliminációs lépéseket végzünk.

Bizonyítás

Láttuk: vektorrendszer rangja nem változik, ha

az egyik vektorból kivonjuk egy másik skalárszorosát;

az egyik vektort nem nulla skalárral szorozzuk.

Ha ezt a sorokkal végezzük, akkor a sorrang nem változik,
ha az oszlopokkal, akkor az oszloprang nem változik.

Házi Feladat: A Gauss-elimináció végeztével a vezéregyesek száma
megegyezik a mátrix sorrangjával.
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Definíció
Az M mátrix determinánsragja r , ha

(1) kiválasztható r sor és r oszlop úgy,
hogy a metszéspontjaikban álló r × r -es mátrix
determinánsa nem nulla;

(2) de r + 1 sor és oszlop már nem választható ki így.

Tétel (F3.4.2. Tétel)

Minden mátrix determinánsragja egyenlő a rangjával.

Bizonyítási ötlet: Megmutatható, hogy Gauss-eliminációs lépések
során a determinánsrang sem változik (lásd F3.4.2. Tétel).
Mivel det(N) = det(NT ) minden négyzetes mátrixra, ezen az úton
új bizonyítást kaphatunk a sorrang és az oszloprang egyenlőségére.
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r(A+ B) = dim Im(A+ B).
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dim ImA+ dim KerA = dimV

=⇒ r(A) = dim ImA ≤ dimV

ImA ⊆ W

=⇒ r(A) = dim ImA ≤ dimW

Ha A,B ∈ Hom(V ,W ), akkor r(A+ B) ≤ r(A) + r(B).

A bizonyítás gondolata

r(A+ B) = dim Im(A+ B). HF: Im(A+ B) ⊆ ImA+ ImB .
dim(ImA+ ImB) ≤ dim ImA+ dim ImB = r(A) + r(B),
mert dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩V ).
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)

r(AB) ≤ r(A) és r(AB) ≤ r(B) leképezésekre, így mátrixokra is.

U V W

KerB

KerD
B

A

D

ImB
ImA

ImAB

Bizonyítás

Mivel ImAB ⊆ ImA, így r(AB) = dim ImAB ≤ dim ImA = r(A).
Legyen D : ImB → W , D(v) = A(v). Ekkor Im(D) = Im(AB).
A dimenziótételből dim ImD + dim KerD = dim ImB .
Így r(AB) = r(D) = dim ImD ≤ dim ImB = r(B).
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pontosan akkor oldható meg, ha a kibővített mátrix rangja
megegyezik az egyenletrendszer mátrixának rangjával:
r([M, b]) = r(M). Ilyenkor a megoldás pontosan akkor egyértelmű,
ha r(M) = m (vagyis M rangja egyenlő az ismeretlenek számával).

Bizonyításvázlat

Akkor és csak akkor van megoldás, ha b benne van
az M oszlopai által generált altérben, vagyis ha
M és [M, b] oszlopai ugyanazt az alteret generálják.
Akkor és csak akkor egyértelmű a megoldás,
ha M oszlopai lineárisan függetlenek is.
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Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alakú mátrix. Lineáris leképezés rangja,
mint a képtér dimenziója. Sorrang, oszloprang, determinánsrang.
Egyenletrendszer kibővített mátrixa.

Tételek
Diagonalizálhatóság leolvasása a minimálpolinomról, főtengelytétel.
A Jordan-normálalak létezése, egyértelműsége.
A minimálpolinom leolvasása a Jordan-alakról.
Blokk-mátrix, Jordan-blokk hatványozása.
Leképezés és mátrixának a rangja egyenlő. A sorrang és az
oszloprang egyenlősége.
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Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alakú mátrix. Lineáris leképezés rangja,
mint a képtér dimenziója. Sorrang, oszloprang, determinánsrang.
Egyenletrendszer kibővített mátrixa.

Tételek
Diagonalizálhatóság leolvasása a minimálpolinomról, főtengelytétel.
A Jordan-normálalak létezése, egyértelműsége.
A minimálpolinom leolvasása a Jordan-alakról.
Blokk-mátrix, Jordan-blokk hatványozása.
Leképezés és mátrixának a rangja egyenlő. A sorrang és az
oszloprang egyenlősége. A rang két felső becslése.
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oszloprang egyenlősége. A rang két felső becslése. Összeg
és szorzat rangja.
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A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

Jordan-blokk, Jordan alakú mátrix. Lineáris leképezés rangja,
mint a képtér dimenziója. Sorrang, oszloprang, determinánsrang.
Egyenletrendszer kibővített mátrixa.

Tételek
Diagonalizálhatóság leolvasása a minimálpolinomról, főtengelytétel.
A Jordan-normálalak létezése, egyértelműsége.
A minimálpolinom leolvasása a Jordan-alakról.
Blokk-mátrix, Jordan-blokk hatványozása.
Leképezés és mátrixának a rangja egyenlő. A sorrang és az
oszloprang egyenlősége. A rang két felső becslése. Összeg
és szorzat rangja. Lineáris egyenletrendszer megoldhatóságának
és a megoldás egyértelműségének jellemzése a rang segítségével.
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