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Diagonalizálható mátrixok

Ismétlés

Legyen M,N ∈ T n×n. Az M és N hasonló, ha van olyan
A lineáris transzformáció, hogy M is és N is az A mátrixa
egy-egy alkalmas bázisban.
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A ∈ Hom(V ) diagonalizálható, ha van olyan bázis,
amelyben A mátrixa diagonális.
A diagonalizálható ⇐⇒ van sajátvektorokból álló bázis.

Definíció
Az M mátrix diagonalizálható, ha hasonló egy diagonális mátrixhoz.
Ekvivalens: M egy diagonalizálható transzformáció mátrixa.
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[

x

0

]

alakú vektorok között nincs két független (azaz bázis).
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Az előző egyenlet λ1-szeresét kivonva
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Így igaz a tétel, mert minden n elemű független rendszer bázis.
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Algebrai és geometriai multiplicitás

Definíció
Legyen λ sajátértéke az A transzformációnak (mátrixnak).
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Algoritmus a diagonalizálhatóság eldöntésére

Az algebrai multiplicitások a karakterisztikus polinomról
leolvashatóak (ki kell tudjuk számolni a gyökeit).
A geometriai multiplicitás a sajátvektorok kiszámításához felírt
lineáris egyenletrendszerben a szabad változók száma.
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Mátrix behelyettesítése polinomba

Definíció (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f (x) = a0 + a1x + . . .+ amx
m ∈ T [x ].
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Legyen T test, f (x) = a0 + a1x + . . .+ amx
m ∈ T [x ].
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...
. . .
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0 0 . . . λn










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...

...
. . .

...
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
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egy normált mM ∈ T [x ] polinom úgy, hogy tetszőleges f ∈ T [x ]
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Definíció
Az mM az M mátrix minimálpolinomja.
Az analóg állítás érvényes minden véges dimenziós
vektortéren ható A lineáris transzformációra is.
Ekkor a minimálpolinom jele mA.

Példa

Az N =

[

2 0
0 2

]

minimálpolinomja x − 2.
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Cayley–Hamilton-tétel

Minden mátrix gyöke a karakterisztikus polinomjának.

Következmények

A minimálpolinom gyökei pontosan a sajátértékek.
A minimálpolinom a karakterisztikus polinom osztói között a
legalacsonyabb fokú normált polinom, melynek a mátrix gyöke.
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1, x − 1, x + 1, x2 − 1 egyike lesz. A minimálpolinomnak
gyöke minden sajátérték, így mM(x) = x2 − 1.

Ha mM(x) = x − c , akkor M − cE = 0, azaz M = cE .
Vagyis elsőfokú minimálpolinomja pontosan a cE alakú
mátrixoknak van.

Következmény

Ha egy kétszer kettes mátrix nem cE alakú, akkor
minimálpolinomja ugyanaz, mint a karakterisztikus polinomja.
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 minimálpolinomja m(x) = (x − 1)(x − 2).
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1 0 0
0 2 0
0 0 1



 minimálpolinomja m(x) = (x − 1)(x − 2).

m(D) = 0 (HF), de (x − 1)(x − 2) | mD(x), mert 1, 2 sajátérték.
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Diagonális mátrix minimálpolinomja

Állítás
Legyen D diagonális mátrix és λ1, . . . , λm a főátló elemei, de
mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor
mD(x) = (x − λ1) . . . (x − λm).

Példabizonyítás

D =





1 0 0
0 2 0
0 0 1



 minimálpolinomja m(x) = (x − 1)(x − 2).

m(D) = 0 (HF), de (x − 1)(x − 2) | mD(x), mert 1, 2 sajátérték.

M =

[

2 1
0 2

]

minimálpolinomja (x − 2)2 (van kétszeres gyöke!).
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hiszen ez a legalacsonyabb fokú, amelyiknek gyöke a mátrix.
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
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Mindkét mátrix karakterisztikus polinomja −x3.
A két minimálpolinom ennek normált osztója: 1, x , x2 vagy x3.
Mindkét mátrixnak a 0 az egyetlen sajátértéke.
Mivel minden sajátérték gyöke a minimálpolinomnak, 1 kizárható.
Mivel M2 = 0, de M 6= 0, ezért M minimálpolinomja x2,
hiszen ez a legalacsonyabb fokú, amelyiknek gyöke a mátrix.
Mivel N2 6= 0, ezért N minimálpolinomja x3.
Azt nem kell ellenőrizni, hogy x3-nek gyöke N,
mert ez következik a Cayley–Hamilton-tételből.
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Létezik a minimálpolinom

Állítás

Ha M ∈ T n×n, akkor van olyan g 6= 0 polinom, melyre g(M) = 0.
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= 0.
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2
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= 0. Legyen
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Minden gyök sajátérték

Állítás
A minimálpolinom osztója a karakterisztikus polinomnak.
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A Cayley–Hamilton-tétel miatt kM(M) = 0.
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A Cayley–Hamilton-tételt nem bizonyítjuk.
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A bizonyításához újabb eszközök kellenek.
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Állítás
A minimálpolinom osztója a karakterisztikus polinomnak.
Speciálisan a minimálpolinom minden gyöke sajátérték.
A minimálpolinom foka legfeljebb a dimenzió.

Bizonyítás

A Cayley–Hamilton-tétel miatt kM(M) = 0.
Ezért a minimálpolinom tulajdonsága miatt mM | kM .
Mivel kM gyökei az M sajátértékei,
ezért mM minden gyöke sajátértéke M-nek.
Mivel n = gr(kM) az M mérete, ezért gr(mM) ≤ n.

A Cayley–Hamilton-tételt nem bizonyítjuk.
A bizonyításához újabb eszközök kellenek.
Lásd Kiss: Bevezetés az algebrába, 7.7.6. Tétel.
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[

0,95 0,1
0,05 0,9

]
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2 + 0,85n 2 − 2 · 0,85n
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1
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1 + 0,8 · 0,85n

]

.
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Az eredmény elemzése

Az n-edik évben an = 66,6 − 26.7 · 0,85n százalék jár autóval,
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Az eredmény elemzése

Az n-edik évben an = 66,6 − 26.7 · 0,85n százalék jár autóval,
és bn = 33,3 + 26.7 · 0,85n százalék tömegközlekedik.
Ha n → ∞, akkor 0,85n → 0 (mert |0,85| < 1), vagyis
hosszú távon 66,666% autózik és 33,333% tömegközlekedik.
HF: Ez nem függ a kiinduló eloszlástól (a 60%-tól)!!

Év autózó tömegközlekedő

0 40% 60%

1 44% 56%

2 47% 53%

5 55% 45%

10 61% 39%

20 66% 34%

Az eredeti föltevések fiktívek!
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