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Diagonalizalhaté matrixok

Ismétlés

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan
A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.




Diagonalizalas Algebra2, normal 5. eléadas 2/23

Diagonalizalhaté matrixok

Ismétlés
Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan
A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa

egy-egy alkalmas bazisban.
Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~'NS alkalmas

invertalhaté S € T"7*" matrixra.




Diagonalizalas Algebra2, normal 5. eléadas 2/23

Diagonalizalhaté matrixok

[smétlés

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan

A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.

Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~'NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.

A € Hom(V) diagonalizalhaté, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.




Diagonalizalas Algebra2, normal 5. eléadas 2/23

Diagonalizalhaté matrixok

Ismétlés

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan

A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.

Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~'NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.

A € Hom(V) diagonalizalhaté, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.
A diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbél all6 bazis.




Diagonalizalas Algebra2, normal 5. eléadas 2/23

Diagonalizalhaté matrixok

Ismétlés
Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan
A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa

egy-egy alkalmas bazisban.
Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~'NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.

A € Hom(V) diagonalizalhaté, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.
A diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbél all6 bazis.

Definicié
Az M matrix diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz.

ot



Diagonalizalas Algebra2, normal 5. eléadas 2/23

Diagonalizalhaté matrixok

[smétlés

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan

A lineéris transzformacié, hogy M is és N is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.

Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S~'NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.

A € Hom(V) diagonalizalhaté, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.
A diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbél all6 bazis.

Definicié
Az M matrix diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz.
Ekvivalens: M egy diagonalizalhaté transzformacié matrixa.
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Diagonalizalas bazistranszforméaciéval

Az 0 bazis a sajatvektorokbdl fog allni:
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Diagonalizalas bazistranszforméaciéval

Az 0 bazis a sajatvektorokbdl fog allni:

v= o
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Diagonalizalas bazistranszforméaciéval

Az 0 bazis a sajatvektorokbdl fog allni:
0 1

M:L 0

} = ka(x)=x>—-1
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Diagonalizalas bazistranszforméaciéval

Az 0 bazis a sajatvektorokbdl fog allni:
0 1

M:L 0

} — ka(x)=x2—-1 = az A
Sajtvektorokbl allo bazis peldaul m o [_

Bazistranszformacié: az attérés matrixa S = {

sajatértékei £1.

]

1 1]
1 -1
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0

Vagyis M-et bazistranszformaciéval diagonalis alakra hoztuk.

S~IMS= { ﬂ az M diagonalizaltja (f6atléban sajatértékek).
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A diagonalizalhatésag elégséges feltétele

Tétel

Ha egy n x n-es matrix karakterisztikus polinomjanak
n kiilonb6z6 gydke van,
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A diagonalizalhatésag elégséges feltétele
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A diagonalizalhatésag elégséges feltétele
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Azaz van kétszeres gyok.
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A diagonalizalhatésag elégséges feltétele
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Ha egy n x n-es matrix karakterisztikus polinomjanak
n kiilonb6zs gyoke van, akkor a matrix diagonalizalhato.

Két példa a megforditas kapcsan
2 1|, 2 0
M = {O 2} és N — [0 2} Ekkor kp(x) = kn(x) = (x — 2)2.

Azaz van kétszeres gyok. Az N diagonalizalhaté (diagonalis).
Az M viszont nem diagonalizalhaté. Mert: ha Mv = 2v, akkor
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A diagonalizalhatésag elégséges feltétele

Tétel
Ha egy n x n-es matrix karakterisztikus polinomjanak
n kiilonb6z6 gyoke van, akkor a matrix diagonalizalhato.

Két példa a megforditas kapcsan

: ﬂ és N = [g g} Dar fyef6d) = L) = (b4 — D,

Azaz van kétszeres gyok. Az N diagonalizalhaté (diagonalis).
Az M viszont nem diagonalizalhat6. Mert: ha Mv = 2v, akkor

B B = -] e

2y 2y
Az {g} alaka vektorok kézétt nincs két fliggetlen (azaz bazis).

|
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A sajatvektorok fiiggetlenek

Lemma (Freud, 6.1.9. Feladat)

Paronkeént kiilonboz6 sajatértékekhez tartozoé sajatvektorok
linearisan fliggetlenek.
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Paronként kiilonbdz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
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A(v1) = A1vi, .., A(vk) = Ak vk, indukci6 k szerint (0-ra igaz).

Tegyiik fol, hogy p1vi + ...+ pxvi = 0.
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A sajatvektorok fiiggetlenek

Lemma (Freud, 6.1.9. Feladat)

Paronként kiilonbdz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
linearisan fliggetlenek.

Igy igaz a tétel, mert minden n elemii fiiggetlen rendszer bazis.
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A(v1) = A1vi, .., A(vk) = Ak vk, indukci6 k szerint (0-ra igaz).
Tegyiik fol, hogy pi1vi + ... + pxve = 0. Az A-t alkalmazva
0=p1A(v1) + ...+ pkA(vk) = paA1vi + ... + fe Ak Vk-

Az el6z6 egyenlet \i-szeresét kivonva

p2(Aa — A1)ve + ...+ p(Ak — A1)vk = 0. Az indukcids feltevés
miatt vo, ..., v fliggetlen, igy pj(A\j — A1) =0, ha j > 2.

Mivel a \; paronként kiilonbo6z6, ezért 1o = ... = e = 0.

Mivel v; # 0 (hiszen sajatvektor),
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2 1
Példa: M = {0 5
geometriai multiplicitasa 1 (a sajatalteret [1,0] generalja)
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} esetében az egyetlen \ = 2 sajatérték
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(Szemléletesen: van ,elég sok” fiiggetlen sajatvektor.)

Specialisan ha M € T"*" és ky;(x)-nek n kiilonb6z8 gydke van
T-ben, akkor minden algebrai és geometriai multiplicitas 1, azaz
M diagonalizalhaté (igy e tétel er6sebb az imént belatottnal).

Algoritmus a diagonalizalhatésag eldontésére

Az algebrai multiplicitasok a karakterisztikus polinomrdl
leolvashatéak (ki kell tudjuk szamolni a gyokeit).

A geometriai multiplicitas a sajatvektorok kiszamitasahoz felirt
linearis egyenletrendszerben a szabad valtozék szama.
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)
Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].
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akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T folott,
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Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = apE + aiM + ... + ap,M™ € T"*".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = ag/ + a1A+ ...+ anA™ € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk!
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Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].
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akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".
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Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".
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akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa

f(x)=x-2,
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Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa

F(x) = x — 2, /\/_{fJ g}
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Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
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<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
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Példa

f(x) = x — 2, N—B g} F(N) = {(2) g]
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Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
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<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa

f(X)—x—2,N_[§ g}f(,\,)_ﬁ g]_2[(1j ﬂ
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa

f(x)_x—2,N_[§ g]f(/v)_ﬁ g]—z[é ﬂ _B 8}
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa
2 0

f(x)_x—2,N_[0 2]f(/v)_ﬁ g]—z[é ﬂ _{8 8}

A a kétszeresre nyujtas az origobdl,
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa
2 0

f(x)_x—2,N_[0 2]f(/v)_ﬁ g]—z[é ﬂ _{8 8}

A a kétszeresre nyujtas az origébdl, f(A) = A
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa
2 0

f(x)_x—2,N_[0 2]f(/v)_ﬁ g]—z[é ﬂ _B 8}

A a kétszeresre nyujtas az origébdl, f(A) = A—2/ =0.
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Matrix behelyettesitése polinomba

Definicié (Freud, 6.3. szakasz)

Legyen T test, f(x) = ap+ aix + ... +amx™ € T[x].

Ha M € T"*" négyzetes matrix és E € T"*" az egységmatrix,
akkor legyen f(M) = agE + aiM + ... + amM™ € T™".

Ha V vektortér T fol6tt, A € Hom(V) és | € Hom( V) az identitas,
akkor legyen f(A) = agl + a1A+ ...+ amA” € Hom(V).

<

Behelyettesitéskor az f konstans tagjat az egységmatrixszal, illetve
az identitassal szorozzuk! (Képzelhetjiik, hogy M° = E és A = |.)

Példa
2 0

f(x)_x—2,N_[0 2]f(/v)_ﬁ g]—z[é ﬂ _{8 8}

A a kétszeresre nyujtas az origébdl, f(A) = A—2/ =0.
([A] = N tetszéleges bazisban.)
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Példak behelyettesitésre

Példa

f(x) = x% — 4x + 4,
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Példak behelyettesitésre

Példa

2 1
_ 2 _
f(x)=x*—4x+4, M [0 2}
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Behelyettesités polinomba

Példak behelyettesitésre

Példa
f(x) = x* —4x + 4, M[O ol

a0~} <[ 3o §




Behelyettesités polinomba

Példak behelyettesitésre

Példa
f(x)=x%>—4x+4, M= [

Ekkor (M) — [S ;]2 4 [

=10 3 4[0 2 ++[s
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Behelyettesités polinomba

Példak behelyettesitésre

Példa
f(x) = x* —4x + 4, M—[O ol

e[} 1} 4] -

=10 & =*lo o+l A =0 o J




Behelyettesités polinomba Algebra2, normal

Példak behelyettesitésre

Példa
f(x) = x* —4x + 4, M—[O 2}

e[} 1} 4] -

g0 B O

5. eléadas

9/23

Diagonalis matrix behelyettesitése (HF)

A 0 o000
0 X ... O

0 0 ... X
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Behelyettesités polinomba

Példak behelyettesitésre

Példa
f(x) = x* —4x + 4, M—[O ol

e[} 1} 4] -

:[4 4}_4[2 1]+4[1 0} :[0 0].
0 4 0 2 0 1 0 0 )
Diagonalis matrix behelyettesitése (HF)
M O ... 0 fAD) 0 ... 0
o N B I
0 0 .. A 0 0 .. )]
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M € T"*", akkor
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M & T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M)
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M).
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciora.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciora.

Példabizonyitas
Legyen f(x) = ax? + bx + ¢
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciora.

Példabizonyitas
Legyen f(x) = ax? + bx + ¢ és g(x) = ux? + vx.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.
(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.
(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.
(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.




Behelyettesités polinomba Algebra2, normal 5. eléadas 10 / 23

Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.
(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.
(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.
f(M) = aM? + bM + cE
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.
(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.
(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.
f(M) = aM? + bM + cE és g(M) = uM? + vM.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM*,
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?2uM? = auM*, cEvM = cvM.
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3?
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis MM = MM??
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis MM = MM??

Az asszociativitas miatt!
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis MM = MM??

Az asszociativitas miatt! HF: M"MkK = M*M" ha n, k > 0




Behelyettesités polinomba Algebra2, normal 5. eléadas 10 / 23

Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis MM = MM??

Az asszociativitas miatt! HF: M"MkK = M*M" ha n, k > 0

(itt M° = E).
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Behelyettesités dsszegbe és szorzatba

Allitas
Ha f,g € T[x], M e T"™", akkor (f + g)(M) = f(M) + g(M) és
(fg)(M) = f(M)g(M). Ugyanigy matrix helyett transzformaciéra.

4

Példabizonyitas

Legyen f(x) = ax? + bx + c és g(x) = ux? + vx.

(fg)(x) = aux* + (av + bu)x> 4 (bv + cu)x? + cvx.

(fg)(M) = auM* + (av + bu)M® + (bv + cu)M? + cvM.

f(M) = aM? + bM + cE & g(M) = uM? + vM. igy f(M)g(M) =
= aM?uM? + aM?vM + bMuM? + bMvM + cEuM? + cEvM.
Nyilvan aM?uM? = auM?*, cEvM = cvM. De miért lesz

aM?vM + bMuM? = (av + bu)M3? Vagyis MM = MM??

Az asszociativitas miatt! HF: M"MkK = M*M" ha n, k > 0

(itt MO = E). Vagyis M hatvanyai felcserélhetsk. O
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A minimalpolinom Algebra2, normal

Polinom gyoke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

5. eléadas

11 /23

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) =0
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Polinom gyoke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).
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Polinom gyoke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = [S g} mely polinomoknak lesz gyoke?
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 tobbszoroseinek biztosan.
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 tobbszoroseinek biztosan. Masnak nem!
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!
Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = {(2) g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 tobbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol c skalar).
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol ¢ skalar). Innen
0=g(N)=(N—-2E)h(N)+ cE




A minimalpolinom Algebra2, normal 5. el6adas 11 / 23

Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gyoke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol ¢ skalar). Innen
0=g(N)=(N—2E)h(N)+ cE = 0h(N) + cE
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol ¢ skalar). Innen
0=g(N)=(N—-2E)h(N)+ cE = 0h(N) + cE = cE.
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = E g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol ¢ skalar). Innen
0=g(N)=(N—-2E)h(N)+ cE = 0h(N) + cE = cE.
Azaz ¢ = 0,
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Polinom gydke

Kovetkezmény
Ha f | g és f(M) = 0, akkor g(M) = 0.

Definicié
M (vagy A) gydke f-nek, ha f(M) = 0 (illetve f(A) = 0).

Példa

Az N = {(2) g} mely polinomoknak lesz gyoke?

Az x — 2 t6bbszoroseinek biztosan. Masnak nem!

Ha g(N) = 0, akkor osszuk el g-t maradékosan x — 2-vel:
g(x) = (x — 2)h(x) + c (ahol ¢ skalar). Innen
0=g(N)=(N—2E)h(N)+ cE = 0h(N) + cE = cE.
Azaz ¢ =0, tehat x — 2 | g.
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my; € T[x] polinom agy,
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my, € T|[x] polinom agy, hogy tetszéleges f € T|x]
polinom esetén f(M) =0 < my | f.
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my, € T|[x] polinom agy, hogy tetszéleges f € T|x]
polinom esetén f(M) =0 < my | f.

Definicié

Az my, az M matrix minimalpolinomja.
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my; € T[x] polinom agy, hogy tetszéleges f € T|[x]|
polinom esetén f(M) =0 < my | f.

Definicié

Az my, az M matrix minimalpolinomja.

Az anal6g allitas érvényes minden véges dimenziés
vektortéren haté A lineéris transzformaciora is.
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my; € T[x] polinom agy, hogy tetszéleges f € T|[x]|
polinom esetén f(M) =0 < my | f.

Definicié

Az my, az M matrix minimalpolinomja.

Az anal6g allitas érvényes minden véges dimenziés
vektortéren haté A linearis transzformaciora is.
Ekkor a minimalpolinom jele mj.
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A minimalpolinom létezése

Tétel (vo. F6.3.2 és F6.3.4. Tétel)

Minden M € T"*" négyzetes matrixhoz egyértelmiien létezik
egy normalt my; € T[x] polinom agy, hogy tetszéleges f € T|[x]|
polinom esetén f(M) =0 < my | f.

Definicié

Az my, az M matrix minimalpolinomja.

Az anal6g allitas érvényes minden véges dimenziés
vektortéren haté A linearis transzformaciora is.
Ekkor a minimalpolinom jele mj.

Példa

Az N = {(2) (2)} minimalpolinomja x — 2.
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A minimalpolinomra vonatkozé tételek
mp normalt, f(M) =0 <= mpy | f.

Allitas
A miniméalpolinom a legalacsonyabb foku
olyan normalt polinom, aminek a transzformacié gyoke.
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A minimalpolinomra vonatkozé tételek
mp normalt, f(M) =0 <= mpy | f.

Allitas
A miniméalpolinom a legalacsonyabb foku
olyan normalt polinom, aminek a transzformacié gyoke.

Cayley—Hamilton-tétel

Minden matrix gyoke a karakterisztikus polinomjanak.
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A minimalpolinomra vonatkozé tételek
mp normalt, f(M) =0 <= mpy | f.

Allitas
A miniméalpolinom a legalacsonyabb foku
olyan normalt polinom, aminek a transzformacié gyoke.

Cayley—Hamilton-tétel

Minden matrix gyoke a karakterisztikus polinomjanak.

Kovetkezmények

A minimalpolinom gyokei pontosan a sajatértékek.




A minimalpolinom Algebra2, normal 5. el6adas 13 /23

A minimalpolinomra vonatkozé tételek
mpy normalt, f(M) =0 <= my | f.

Allitas
A minimalpolinom a legalacsonyabb foka
olyan normalt polinom, aminek a transzformacié gyoke.

Cayley—Hamilton-tétel

Minden matrix gyoke a karakterisztikus polinomjanak.

Kovetkezmények

A minimalpolinom gyokei pontosan a sajatértékek.

A minimalpolinom a karakterisztikus polinom osztéi kézétt a
legalacsonyabb foki normalt polinom,
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A minimalpolinomra vonatkozé tételek
mpy normalt, f(M) =0 <= my | f.

Allitas
A minimalpolinom a legalacsonyabb foku
olyan normalt polinom, aminek a transzformacié gyoke.

Cayley—Hamilton-tétel

Minden matrix gyoke a karakterisztikus polinomjanak.

Kovetkezmények

A minimalpolinom gyokei pontosan a sajatértékek.
A minimalpolinom a karakterisztikus polinom osztéi kézétt a
legalacsonyabb foki normalt polinom, melynek a matrix gyoke.
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A kétdimenziés eset

_ 0 1 2
M_[l O]' kp(x) = x= — 1.

A minimalpolinom ennek normalt osztéja,
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A kétdimenziés eset

10

A miniméalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x =1, x + 1, x> — 1 egyike lesz.

M = [0 1], kp(x) = x? — 1.
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A kétdimenziés eset

10
A minimalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték,

m=|° 1, kn(x) = x? — 1.
A )
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A kétdimenziés eset

M = [(1) (1)] kp(x) = x? — 1.

A minimalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.
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A kétdimenziés eset

|01 2
M_[l O]' kp(x) = x= — 1.

A miniméalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

Ha my(x) = x — ¢,
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A kétdimenziés eset

_ 0 1 2
M_[l O]' kp(x) = x= — 1.

A miniméalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

Ha muy(x) = x — ¢, akkor M — cE =0,
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A kétdimenziés eset

_ 0 1 2
M_[l O]' kp(x) = x= — 1.

A miniméalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

Ha muy(x) = x — ¢, akkor M — cE =0, azaz M = cE.
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A kétdimenziés eset

M = [(1) (1)] kp(x) = x? — 1.

A minimalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

Ha muy(x) = x — ¢, akkor M — cE =0, azaz M = cE.
Vagyis elséfok miniméalpolinomja pontosan a cE alaka
matrixoknak van. |
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A kétdimenziés eset

M = [(1) (1)] kp(x) = x? — 1.

A minimalpolinom ennek normalt osztéja, azaz
1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak
gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

Ha mpy(x) = x — ¢, akkor M — cE =0, azaz M = cE.
Vagyis elséfok miniméalpolinomja pontosan a cE alaka
matrixoknak van.

Kovetkezmény

Ha egy kétszer kettes matrix nem cE alaka,
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A kétdimenziés eset

10

A minimalpolinom ennek normalt osztéja, azaz

1, x — 1, x +1, x> — 1 egyike lesz. A minimalpolinomnak

gyoke minden sajatérték, igy my(x) = x> — 1.

M = [0 1], kp(x) = x? — 1.

Ha mpy(x) = x — ¢, akkor M — cE =0, azaz M = cE.
Vagyis elséfoki minimalpolinomja pontosan a cE alakd
matrixoknak van.

Kovetkezmény

Ha egy kétszer kettes matrix nem cE alaka, akkor
minimalpolinomja ugyanaz, mint a karakterisztikus polinomja. [
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és Ay, ..., Am a f6atlé elemei,
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és Ay, ..., Am a f6atlé elemei, de

mindegyik csak egyszer felsorolva.
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de

mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor
mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas

Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de
mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor

mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas

1 00
D=0 2 0
0 01
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas

Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de
mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor

mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas
1 00

D= {0 2 0| minimalpolinomja m(x) = (x — 1)(x — 2).
0 01
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de

mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor
mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas

1 00
D= {0 2 0| minimalpolinomja m(x) = (x — 1)(x — 2).
00

1
m(D) = 0 (HF),
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de

mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor
mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas

100
D= {0 2 0| minimalpolinomja m(x) = (x — 1)(x — 2).
0 01

m(D) =0 (HF), de (x — 1)(x —2) | mp(x),
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas
Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de

mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor
mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas

1 00
D= {0 2 0| minimalpolinomja m(x) = (x — 1)(x — 2).
00

1
m(D) =0 (HF), de (x — 1)(x — 2) | mp(x), mert 1, 2 sajatérték. O
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Diagonalis matrix minimalpolinomja

Allitas

Legyen D diagonalis matrix és \1,..., \,, a f6atl6 elemei, de
mindegyik csak egyszer felsorolva. Ekkor

mp(x) = (x — A1) ... (x = Am).

Példabizonyitas

100
D= {0 2 0| minimalpolinomja m(x) = (x — 1)(x — 2).
00

1
m(D) =0 (HF), de (x — 1)(x — 2) | mp(x), mert 1, 2 sajatérték. O

M = [g ;] minimalpolinomja (x — 2)? (van kétszeres gydke!).
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A minimalpolinom kiszamitasa

Példa
0 0 O 0 0 O
M= 11 0 O és N= 11 0 0
0 0 O 0 1 O
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A minimalpolinom kiszamitasa

Példa

= O

0 0
0 0f.
010

3

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

0 0
0 0

o O O
[}
(92}

16 / 23
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

00
0 0 és N =

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.
A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x° vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0

0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.
Mivel M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja x,

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.
Mivel M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja x,

hiszen ez a legalacsonyabb fokd, amelyiknek gyoke a matrix.

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.
Mivel M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja x,

hiszen ez a legalacsonyabb fokd, amelyiknek gyoke a matrix.

Mivel N2 + 0, ezért N minimalpolinomja x°.

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x
Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.
Mivel M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja x,

hiszen ez a legalacsonyabb fokd, amelyiknek gyoke a matrix.
Mivel N2 + 0, ezért N minimalpolinomja x°.
Azt nem kell ellensrizni, hogy x>-nek gydke IV,

2 vagy x°.
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A minimalpolinom kiszamitasa
Példa

0 0

0 0 és N =

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x>.

A két minimalpolinom ennek normalt osztéja: 1, x, x

Mindkét matrixnak a 0 az egyetlen sajatértéke.

Mivel minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, 1 kizarhaté.

Mivel M? =0, de M # 0, ezért M minimalpolinomja x,

hiszen ez a legalacsonyabb fokd, amelyiknek gyoke a matrix.

Mivel N2 + 0, ezért N minimalpolinomja x°.

Azt nem kell ellensrizni, hogy x>-nek gydke IV,

mert ez kovetkezik a Cayley—Hamilton-tételbdl.

2 vagy x°.
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L étezik a minimalpolinom

Allitas
Ha M € T"*" akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0.
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L étezik a minimalpolinom

Allitas
Ha M € T"*" akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0.
Ha m a legkisebb foka ilyen, akkor (Vf)f(M) =0 <= m | f.
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L étezik a minimalpolinom

Allitas
Ha M € T"*" akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0.
Ha m a legkisebb foka ilyen, akkor (Vf)f(M) =0 <= m | f.

Bizonyitasvazlat

2 . . .
E,M,M?, ... ,M" linearisan &sszefiigg,
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L étezik a minimalpolinom

Allitas
Ha M € T"*" akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0.
Ha m a legkisebb foka ilyen, akkor (Vf)f(M) =0 <= m | f.

Bizonyitasvazlat

E,M, M2, ... M" linearisan &sszefiigg, mert dim(T"%") = n?,
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L étezik a minimalpolinom

Allitas
Ha M € T"*" akkor van olyan g # 0 polinom, melyre g(M) = 0.
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Vagyis a feladat az M matrix hatvanyainak a kiszamitasa.
Ehhez diagonalizaljuk az M matrixot.
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M = {0705 0’9}, km(x) = x= — 1,85x + 0,85,

g . ., 2|, 1
Sajatértékek: 1 és 0,85, sajatvektorok: [1] és [J

2 1) e 11 1] clige O]
5‘{1 —1]‘5 _3[1 —2]'5 MS_{O 0,85}_0

Ezért M = SDS™! = M3 = SDS~1SDS~1SDS~! = SD35~1.

De diagonalis matrixot konny(i hatvanyozni:
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Az eredmény elemzése

Az n-edik évben a, = 66,6 — 26.7 - 0,85" szazalék jar autéval,
és b, = 33,3+ 26.7 - 0,85" szazalék témegkdzlekedik.

Ha n — oo, akkor 0,85" — 0 (mert |0,85] < 1), vagyis
hosszii tavon 66,666% autézik és 33,333% tomegkozlekedik.
HF: Ez nem fligg a kiindulé eloszlastsl (a 60%-tol)!!

Ev | aut6zé | tomegkozlekeds
0 40% 60%
1 44% 56%
2 47% 53%
5 55% 45%

10 61% 39%

20 66% 34%

Az eredeti foltevések fiktivek!
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Fogalmak

Diagonalizalhaté matrix.
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