1. Linearis leképezések

A linearis leképezés fogalma

Definicié (F5.1.1. Definicio)

Legyenek V' és W vektorterek UGYANAZON T test folott.

Az A:V — W linedris leképezés, ha

dsszegtarto, azaz v1,vy € V esetén A(vy + v2) = A(v1) + A(va);
skaldrszorostartd, azaz v € V és A € T esetén A(Av) = AA(v).
Az A:V — W linearis leképezések halmaza Hom(V, W).

Allitas (F5.1.2. Tétel)
Minden linearis leképezés nullat nulldba, ellentettet ellentettbe visz,
azaz A(Oy) = Oy és A(—v) = —A(v).

Bizonyitasi 6tlet az elsé allitasra
A(Oy) = A0y 4+ 0y) = A(Oy) + A(Oy), adjunk hozza —A(Oy )-t. O

Példak linearis leképezésre
(1) A sik és a tér origot fixalo egybevdgdsdgi és hasonldsdgi transzformdacioi
(tiikrozés, forgatés, nytjtas).

(2 V=Trées W =TmaT folott, M € T™*" rogzitett matrix.
Legyen A(v) = Mv. Azaz A az M-mel szorzas.

V=W =T[x] a T f5l6tt, A(p) = p’ (a p polinom derivaltja).
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V =R[z] az R folott, W = R énmaga f6lott.
A(p) = p(3) (az 3 szam behelyettesitése).

(5) V vektortér T folott, W =T" a T test folott.
B = (by,...,by) rogzitett bazis V-ben és A(v) = [v]p.

(6) V és W tetszoleges vektorterek T {616tt, A(v) = Oy minden v € V-re.
~ Ez a nulla leképezés, jele 0.

(7) V =W tetszoleges vektortér, A(v) = v.
~ Ez az identikus leképezés, jele I vagy Iy .



Tiikrozés egyenesre

Példa
Legyen R az y = x egyenesre valo tiikkrozés.
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A tiikr6zés képlete
Kérdés
Legyen R az y = x egyenesre val6 tiikrézés. R ([ﬂ) =7
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hiszen R dsszegtarto. A skaldrszoros-tartds miatt ez
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Vektor képe altalanos transzforméacional
Kérdés
Legyen A : T? — T? linedris transzformdcid.

()~ () - e (-
()= D-+(6) ()

hiszen A dsszegtarto. A skaldrszoros-tartds miatt ez
1 0 1 0
Aep]) A G h]) == (o) +va (1) -
_a+c_aa:+cy_ax+cy
T Yl T b dy| = |ba +dy|
Tehat minden vektor képét ki tudjuk szdmolni, ha ismerjik a, b, ¢, d értékét.

Linearis transzformacié matrixa

Lattuk
Legyen A :T? — T? linedris transzformdcio. Ha

A=) e A (] =[af moora () = 52250

Definicié
A fenti A mdtriza [A] = [(bl cﬂ (Az oszlopok [(ﬂ és [ﬂ képei.)

A matrix-vektor szorzas definiciéjanak indoka:

a c| |r| __ |ax+cy| . . . P
L} d] [y} = {ber dy} (igy lehet kiszamolni egy vektor képét).

Azaz A(v) = [A]v.

A forgatas matrixa

Példa

Az orig6 korilli « szogii forgatas matrixa [F]= [

cosa —sina
sin av cosa|’

A megfelels derékszogi haromszogek lerajzolasaval: HE.
Komplex szdmokkal: ez a forgatas szorzas cos «a + i sin a-val.

Az x + iy szamnak az [ﬂ felel meg;: B] ~1és [ﬂ 1.

A [F] elsd oszlopa: 1(cosa + isina) <> {C.OS a} .
sin o
A mdsodik: i(cosa+isina) = —sina +icosa + [_ St a} .
cos v



Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)
b = (by,...,b,) béazis V-ben, d = (dy, ..., d,,) bazis W-ben.
Ha A:V — W lineéris leképezés, akkor A mdtriza a (b,d) bazisparban

[Alap = [[AGDas -, [A(ba)]a] € T,

A mdtriz j-edik oszlopdba A(b;) koordindtdit irjuk a d bdzisban.
/\11 e )\1n

Azaz [Algmp = | © | azt jelenti, hogy
Aml oo Amn

Aby) = Adi + .o+ Amadim, -+, A(by) = Andr + - oo+ A

Az el6bbi példakban a sik szokéasos bazisa szerepelt.

Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)
Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V,W) és v € V.
Ekkor [A(v)]a = [Ala/b[v]b-

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).

Bizonyitas
Legyen [Ala/b = ((Aij)) és [v]b = ((1;)). Ekkor

A1 oo A | [ A1 + oo+ Alplln
[Alapltlo=| = - = :

Aml oo Amn| | bn Amipr + -+ Amntin

Tudjuk: A(v) = A(p1br + ... + pinbn) = 1 A(b1) + ... 4+ unA(by),
és A(b;) = Mijdi + ... + Apjdy,. Behelyettesitve és atrendezve
A(U) e ()\11,U1 + ...+ Alnﬂn)dl +...+ ()\ml,ul +...+ )\mnﬂn)dm-




2. Linearis leképezések szorzata

Példa kompoziciéra
Keérdés
Melyik transzformaciot kapjuk, ha elGszor tiikkroziink az y = x egyenesre, majd

forgatunk az origo koriil 90°-kal? Ez a két transzformacio kompozicidja (egymas
uténja).

Hasd (%)

. cos90° —sin90° 0 -1 ) )
Mivel [F] = {Sin 90° cos 900] = L O}’ ezért Bj] képe
rllY]) = 0 —1] [y _ |0y +(=Dz| _ |-

z 1 0] |z ly + Ox vl

Az eredmény az y-tengelyre valo tiikrozés (HF).

A kompozicié matrixa

Definicio

Ha A, B : T? — T? transzformaciok, akkor kompozicidjuk (Ao B)(v) = A(B(v))
tetszGleges v € T? esetén.

Osszetett fligguény: el6szor B-t, utana A-t alkalmazzuk.

Tétel .
Ha [4] = {Z ZJ, és [B] = {Z, ccl’}’ akkor
_|ad +cb ad +cd
A B]= [ba’ +db b+ dd' |
Tehat [A o B] = [A][B]: kompozicié mdtriza a mdtrizok szorzata.

A matrixok szorzéasat azért definialtuk ezekkel a képletekkel, hogy ez az Ossze-
fiiggés igaz legyen.

A kompozicié6 matrixanak kiszamitasa

Tétel
1=

Bizonyitas
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Ezért A o B els6 oszlopa tényleg az, ami a tételben szerepel.
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] _ |ad" + b
a| = [AOB][ba’+db’
c| [a'] _ [ad +cV

d| || = |bd +av |

cl [d] _ [ac +cd

d| |a] = | +da|

Ezért A o B méasodik oszlopa is megfeleld.

ac’ +cd
be +dd' |
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Kompozicié az altalanos esetben

Definicié (F5.6.1. Definicio)
Legyenek U, V és W vektorterek ugyanazon 7' test folott.

Az A:V — W ésa B: U — V linearis leképezések szorzata (kompozicioja)
(AB)(u) = A(B(u)) minden u € U-ra.

Tétel (F5.6.2. Tétel)
Ha A és B lineéaris, akkor AB is az.

Bizonyitas
AB skalarszoros-tarto:
AB(Mu) = A(B(Aw)) = A(AB(u)) = AA(B(u)) = AAB(u). O

A kompozicié definicidja miatt.
B skalarszoros-tartasa miatt.
A skalarszoros-tartésa miatt.

A kompozicié definicidja miatt.
HFE: AB 6sszegtarto.

Altalanos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)

Legyen a bazis U-ban, b bazis V-ben, d bazis W-ben,

A € Hom(V,W) és B € Hom(U, V). Ekkor [AB]4/a = [Ala/b[Blb/a-
Bizonyitas: HF.

Béazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).
Kovetkezmény

Inverz leképezés matrixa a matrix inverze: [A™',/q = [A]g/lb.

Bizonyitas
[A_l]b/d [A]d/b = [A_IA}b/b = [I]b/b7 ami az egységmétrix.
Hasonléan [A]q,n[A ™ )b a is az egységmatrix. O



3. Leképezések o0sszege és skalarszorosa

Pontonkénti miiveletek

Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definici6)
Legyenek V és W vektorterek ugyanazon T test {6lott,
A, B:V — W linearis leképezések és \ € T
(1) A és B dsszege (A+ B)(v) = A(v) + B(v) minden v € V-re.

(2) A A-szorosa (AA)(v) = A(A(v)) minden v € V-re.

Tétel (F5.5.3. Tétel)
A+ B és A\A is linearis transzformaécio.

Mintabizonyitas: \A Gsszegtarto
(M) (u+v) = AA(u+v)) = A(A(u) + A(v)) =
= MA(u)) + A(A(v)) = (AA)(u) + (AA)(v). O

A MA definici6ja miatt.

Az A Gsszegtartasa miatt.

A skalarral szorzas tulajdonsaga (vektortéraxioma) miatt.
A M\A definicioja miatt (kétszer alkalmazva).

A masik harom é&llitas bizonyitasa HE.

Az Gsszeg matrixa

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Rogzitett b és d bazisok esetén az A — [A]q,n leképezés
dsszegtarté Hom(V, W) és T™*™ kozitt.

Azaz dsszeg mdtriza a mdtrizok dsszege.

Bizonyitas

w — [w]q Osszegtartd W és T™ kozott.

Ha A,B € Hom(V,W), akkor (A + B)(b;) = A(bi) + B(b;) az A + B defi-
nicioja miatt. Igy [(A + B)(b:)]la = [A(b:) + B(bi)]la = [A(bi)]a + [B(bi)]a-
Vagyis A + B métrixdnak oszlopai az A, illetve a B matrixabol vett meg-

felel6 oszlopok Osszegei. A matrixok Osszeadasanak definicivja miatt tehét
[A+ Blab = [Ala/b + [Bla/b.- O



A skalarszoros matrixa

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Rogzitett b és d bazisok esetén az A +— [A]g,p leképezés
skaldrszoros-tarts Hom(V, W) és T™*™ kozitt.

Azaz \-szoros mdtriza a mdtriz A-szorosa.

Bizonyitas
w — [w]a skalarszorostarté W és T™ kozott.

Ha A € Hom(V, W), akkor (AA)(b;) = AA(b;) a AA definicidja miatt. Igy

[(AA)(b;)]a = [MNA(b;)]a = A[A(b;)]a- Vagyis AA matrixanak oszlopai az A mat-
rixabol vett megfelels oszlopok A-szorosai. A matrixok A-szorosénak definicidja
miatt tehat [)\A]d/b = )\[A]d/b O

A miiveletek tulajdonsagai

Jelolés
Hom(V, V) roviditve Hom(V), elemei linearis transzformdcidk.

Allitas (F5.1.3. és F5.6.3. Tétel)

Legyenek V és W vektorterek ugyanazon T test folott.

Az Gsszeadésra és skalarral szorzasra Hom(V, W) vektortér.

Nullelem: a nulla leképezés. Az A ellentettje: (—A)(v) = —A(v).

Hom(V') egységelemes gyird az Osszeadéasra és a szorzasra,

és A(AB) = (M)B = A(AB) (A,B € Hom(V), A e T).

Az egységelem az identikus transzformécio.

FONTOS hézi feladat énalléan kidolgozni a bizonyitast! KiilonGsen ajanlom a

két disztributiv azonossag levezetését:
A(B+C)=AB+ AC és (B+C)A=BA+ CA.

4. Izomorf vektorterek

Példak izomorfizmusra

Definici6é (F5.2.1. Definicio)
Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kolcsonosen egyértelm.
AV és W izomorf vektorterek, ha van kozottiik izomorfizmus. Jele: V =W,

Két fontos példa
Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V-ben, akkor v — [v]p izomorfizmus
V és T™ kozott. Ezért minden V vektortér izomorf T (V) _yel.

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben. Ekkor A — [A]q/p izomorfizmus
Hom(V, W) és T™*" kozétt. Vagyis Hom(V, W)= Tdim(W)xdim(V) = A myijve-
lettartast lattuk, az egyértelmiiséget most bebizonyitjuk.



Az elGirhatésagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V és W vektorterek a T test folott,

b1,...,b, bazis V-ben, és c1,...,c, € W tetszbleges vektorok.
Ekkor pontosan egy olyan A : V — W lineéris leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

AAbr 4.+ Anby) = A(Mby) + .o+ A(AnDy),

mert A Osszegtarto, és ez A A(b1) + ...+ A A(bn) = M1 + ... 4+ A\,

mert A skalarszorostartd. Azaz A értékét V minden elemén ki tudjuk szami-
tani, és igy csak egy megfelel§ A leképezés létezhet. Az egyértelmiséget tehat
belattuk.

Az elGirhatosagi tétel: 1étezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1+...+X\pby) = Mc1+. ..+ \ncn. Ez joldefinidlt, mert V minden
eleme egyértelmtien irhato fel A\1b; + ...+ A,b, alakban.

Az A dsszegtartd, mert ha v = A\1by +... 4+ Apby és w = p1by +. .. + by, akkor
v+w= (A +p1)br+...+ (An+ )by, és igy

Av+w) =M + ) + ..o+ A+ n)en.

A(’U) + A(’LU) = ()‘101 +...F )\ncn) + (/1’101 +...+ Mncn)a

azaz tényleg A(v 4+ w) = A(v) + A(w).

A skaldrszorostartds bizonyitasa hasonld: HE.

Mivelb1 :1b1+0b2++0bn,

ezért A(b1)=1-c1+0-co+...+0-¢, = 3.

Hasonloan A(b;) = ¢; minden 1 < j < n esetén. O

Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)
Rogzitett b és d bazisok esetén az A+ [A]lg,p leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*™ kozott.

Bizonyitas

w — [w]q kolesondsen egyértelmd W és T™ kozott, hiszen W minden eleme
egyértelmien irhatd A\idy + ... + And,, alakban. Ha A # B € Hom(V, W),
akkor az elgirhatosagi tétel egyértelmiségi allitasa miatt A(by),..., A(b,) és
B(by),...,B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is ugyanott eltérnek,
azaz A és B matrixa kiilonbozs. Ha adott egy M € T™*™ métrix, akkor annak

oszlopvektorai egy c1, ..., ¢, vektorrendszert adnak W-ben, és az elSirhatosagi
tételbdl kapott A leképezésnek M lesz a maétrixa. O



Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test f6lotti két, véges dimenzios vektortér akkor és csak akkor izomorf,
ha a dimenzi6juk megegyezik.

Kévetkezmény: dim (Hom(V, W)) = dim(V) dim(W).

Bizonyitasvazlat
Tegyiik f6l, hogy V' és W dimenzidja egyenls. Legyen by, ...,b, bézis V-ben
és dy,...,d, bazis W-ben. Az elGirhatosagi tétel miatt vannak olyan B és C

linearis leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.

HE': ezek egymaés inverzei, és igy izomorfizmusok.

Megforditva: ha A : V — W izomorfizmus és by, ...,b, bazis V-ben, akkor
HE: A(by),...,A(by,) bdzis W-ben. Ezért a két dimenzié megegyezik. O

5. Osszefoglalo

A 3. eldadashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, Osszege, A-szorosa, szorzata. Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél. Az « szogi forgatas méatrixa
a sik szokasos bazisaban. Vektor képének kiszamitésa a leképezés matrixanak
segitségével. Az Osszeg, A-szoros, szorzat is linearis; ezek méatrixa. Hom(V, W)
vektortér és izomorf T7**-val. Hom(V) gyftirt, és a megfeleltetés 77> "-nel szor-
zattartd. Vektortér-izomorfia jellemzése a dimenzioval. Hom(V, W) dimenzi6ja.
Az elGirhatosagi tétel.
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