1. A dimenzidé

A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fliggetlen generatorrendszer.

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by,...,b, pontosan akkor bazis V-ben, ha V' minden eleme
egyértelmien folirhato a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhato <= generatorrendszer (nyilvan).

Ha egyértelmi a felirds, akkor fiiggetlen, mert ha A\1b; + ...+ \,b, = 0, akkor
0by + ...+ 0b, =0, és az egyértelmiiség miatt (Vj)A; = 0.

Ha fiiggetlen, akkor egyértelmd a folirds, mert ha

v=MAb + ...+ A\bp = p1b1 + ... + pnby, akkor innen

(M —p1)b1 4+ ..+ (A — )by, =0, és a fiiggetlenség miatt

Aj — pj =0, azaz \; = p; minden j-re (tehat egyértelm). O

A bazis mint koordinatarendszer

A bazist ugy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy koordindtarendszert vezetiink
be (lehet ,ferdeszogd” is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)
Legyen V vektortér a T test {6l6tt, B = (by,...,b,) € V bazis.
HaveVésv=MAb+...4+ Ayby, ahol A\q,..., A, € T, akkor
A1
[v]p=|...| € T™ a v koordindtavektora ebben a bazisban.
)\n

A koordinatazas haszna

A keletkezd T™-beli vektorokkal dltalaban kénnyebb szamolni, mint az eredeti
V' vektortér elemeivel, amik bonyolult dolgok (példaul fiiggvények, geometriai
transzformaciok) is lehetnek.

Példak koordinatakra
B = (1, z) bazis R[z] legfeljebb elstfokt polinomjai kdzott.

A v =51z — 3 koordinatavektora [v]p = [53] .

B’ = (1 4 x,x) bazis ugyanebben a vektortérben.
Ekkor [v]p = [ }, mert v = 5lz — 3 = —3(1 + z) + 54x.
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V =C az R f5l6tt, B = (1,7). Ekkor [-3 + 51i]p = [;3]

Ha B’ = (1 +4,4) masik bazis, akkor [-3 4 51i|p = [_3}.
Indoklas: —3 + 517 = —3(1 + %) + 54

Persze B’ ,ferdeszogii” koordinatarendszert ad a sikon, hiszen 1 + ¢ nem mer6-
leges i-re.

A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatiinak kiszamitasahoz linedris egyenletrendszert kell
megoldani. Mivel bazisrél van szo, egyértelmi megoldasa lesz.

Példa
B = (1+14,2 — i) bazis C-ben R fol5tt. Mi lesz [4 + 1|57
x(1+4)+y(2—1i) =4+14. A valos és képzetes rész: x+2y=4ésax—y=1, ez

line4ris egyenletrendszer. Megoldas: x =2 és y = 1. Azaz [4+i]p = [ﬂ .

Val6jaban azt hasznaltuk, hogy 1 és ¢ bazis.
Bazistranszformdcid: ha egy bazist méasikra cseréliink, akkor hogyan valtozik
egy vektor koordinatavektora? Képlet: késGbb.

Fiiggetlen < generatorrendszer

Tétel (F4.5.4. Tétel)

Ha F = {f1,..., fn} figgetlen, G = {¢1,...,9x} generatorrendszer egy V vek-
tortérben, akkor n < k. Azaz |F| < |G|, szovegesen: tetszdleges fiiggetlen
rendszer elemszdma kisebb vagy egyenld, mint egy tetszdleges generdtorrendszer
elemszdma.

Bizonyitas

Mivel G generatorrendszer, f; felirhaté linearis kombinacioként:

fi =X+ ...+ Ajrgr (minden 1 < j < n-re). Tekintsiik a

A1+ -+ Az = 0 (1 <4 < k) lineéris egyenletrendszert.

Indirekt feltevés: n > k. Homogén, igy lenne nemtrivialis megoldas (t6bb
ismeretlen, mint egyenlet, F3.1.4. Tétel Algebral-bdl). De erre a megoldéasra
x1f1 + ...+ xnfn =0, ellentmondas, hiszen f1, ..., f, linearisan fiiggetlen. [

Bazis elemszama egyértelmi

Kovetkezmény (F4.5.4. Tétel)

Egy V vektortér barmely két bazisanak elemszama ugyanaz.
(Ez az elemszam a vektortér dimenzidgja, dim(V)).

Minden fiiggetlen rendszer elemszama < dim(V).

Minden generéatorrendszer elemszama > dim(V).



Bizonyitas

Ha B, és By béazis, akkor B fiiggetlen, és By generatorrendszer, ezért By elem-
szama kisebb vagy egyenld, mint By elemszama. Bj és Bs-t kicserélve ugyan-
ezzel a gondolatmenettel |By| < |B|. Tehat By és By elemszama egyenld.
Legyen B egy rogzitett béazis V-ben. Ekkor |B| = dim(V).

Ha F fiiggetlen, akkor |F| < |B|, mert B generatorrendszer.

Ha G generatorrendszer, akkor |G| > |B|, mert B fliggetlen. O

2. Fiiggés és fiiggetlenség

Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy,..., v, € V.

V1,-..,0m €V linedrisan dsszefiiggd, ha mem linearisan fiiggetlen.

v € V linedrisan fiigg v1, ..., v,-t6l, ha felirthat6 vy, ..., v, linearis kombinaci-
ojaként. Azaz ha v € (vy,...,vp).

Nyilvan vy, ..., v, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben, ha V minden
vektora fligg tole.

Allitas (F4.4.3. Tétel)

(1) Fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen. (HF)

(2) Osszefiiggs rendszert tetszéleges vektorokkal kibovitve Osszefiiggs rend-

szert kapunk. (HF)
Az {ires halmaz linearisan fiiggetlen! Ezért dim({0}) = 0.

Ha 6sszefiiggs, akkor valamelyik fiigg a tobbitsl
Ha v fiigg v1, ..., vm,-t6l, akkor vy,...,vny, v Osszefiiggs.

Mert v = Mo + ... + AU = A1+ ... + A + (=1)v = 0, és ez
nemtrivialis linearis kombinécié a —1 egyiitthatoé miatt.

1. Lemma (F4.4.3. Tétel III.)
Ha vy, ..., v, linedrisan Gsszefliggs, akkor VAN kézdttik olyan, amely linearisan
fligg a tobbiektsl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fiigeg a tobbiektsl! Példaul 0,v Osszefiigg, de ha
v # 0, akkor v nem fiigg 0-tol.

Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

v1, Ug, v3 Osszefiiggd, igy van olyan A1, Ag, A3, melyre A\jv1 + Asvs + Azvz = 0, de
nem mindegyik A; nulla.

Ha példélﬂ /\2 75 O7 akkor Vo = —(/\1/)\2)1}1 — (/\3//\2)1}3. O



A fiiggés és fiiggetlenség tovabbi kapcsolata
2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vy, ..., v, figgetlen, de vq,...,v,,v Osszefiiges, akkor v (az, amelyik biz-
tosan) fiigg v1, ..., Up-t6l

Bizonyitas

Mivel vq,...,vm,v Osszefiiggs, van olyan Aq,..., Ap, A, hogy nem mindegyik

nulla, de A\yv1 + ...+ A v + Av = 0. Lattuk, hogy az ilyen egyenletbdl azok a
vektorok kifejezhetk, amelyek egyiitthatoja nem nulla.

De itt A biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne, akkor vy,...,v,, linearisan
Osszefiiggene (hiszen ekkor Ajvy + ...+ A\, v, = 0, és a bal oldalon nemtrivialis
linearis kombinacio all). Ezért v kifejezhetd, azaz fiigg vy, .. ., vp-t6l. O

3. A bazis jellemzései

Maximalis és minimalis halmazok

Definicio

Legyen H halmazrendszer (halmazokbol allé6 halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha H minden elemét tartalmazza.

Az L € H legszikebb elem, ha H minden elemének része.

Az M € H mazimdlis elem, ha nincs H-ban M-et valodi médon tartalmazo
halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.

Az M € H minimdlis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami M-nek valodi
része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Példa

Legyen H = {@, {]-a 2}7 {17 2, 3}7 {37 4}}

Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
Legsztikebb eleme van, az iires halmaz, és ez minimalis is.

Ha egy elem legnagyobb, akkor maximalis is, de forditva nem.

Bazis = maximalis fiiggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)
A by, ..., b, akkor és csak akkor bdzis a V' vektortérben, ha mazimdlis fiiggetlen
rendszer, azaz fliggetlen, de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggs lesz.

Bizonyitas

Ha by, ...,b, bdzis, akkor maximdlis fiiggetlen.

Valoban, ha v € V, akkor v fligg b1, ...,b,-t6l, mert by, ..., b, generatorrend-
szer. Ezért by, ..., by,, v Osszefiiggs. Tehat by, ..., b, maximélis fiiggetlen.

Ha by, ..., b, maximdlis fiiggetlen, akkor generdtorrendszer is.

Valéban, ha v € V, akkor by, ...,b,,v mar Osszefiiggs. De by,...,b, fiiggetlen,
igy a 2. Lemma miatt v fiigg by,...,b,-t6l. Ezért by,...,b, generatorrend-
szer is. O



Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by,...,b, akkor és csak akkor bdzis a V' vektortérben, ha minimdlis genera-
torrendszer, azaz ha generatorrendszer, de barmely vektort kidobva mar nem
generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by, ..., b, minimdlis generdtorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valoban, ha Osszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt valamelyik b;, mondjuk b,
fiiggene a tobbiektsl. Azaz by € (ba,...,b,) = W. Ezért {b1,...,b,} C W, és
igy (b1,...,bn) C W (mert (b1,...,by) alegsziikebb” {by,..., b, }-et tartalmazod
altér). De (by,...,b,) = V, ésigy V.C W = (by,...,b,). lIgy bo,...,bp
generatorrendszer, ami ellentmond by, ..., b, minimalitasanak.

Bazis = minimalis generatorrendszer

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,...,b, bdzis, akkor minimdlis generdtorrendszer.

Valoban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bs,...,b, mar nem generatorrend-
szer, mert ha b, fliggne t6le, akkor by,...,b, Osszefiiggene. Ezért by,...,b,
minimalis generatorrendszer. O

Megjegyzés: Igy minden minimaélis generatorrendszer elemszama, és minden ma-
ximélis fliggetlen rendszer elemszama ugyanaz: a vektortér dimenzidja.

Bazis készitése
Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben barmely fliggetlen rendszer
kiegészithet§ bazissa.

Bizonyitas
Vegyiink hozzéa vektorokat, amig maximalis fiiggetlen nem lesz. Ez legfeljebb n
lépésben véget ér. O

Kovetkezmény (F4.5.6. Tétel)
Barmely véges generatorrendszer tartalmaz bazist.

Bizonyitas

Hagyjunk el bel6le, mig miniméalis generatorrendszer nem lesz. O
Valodi altér dimenziéja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V véges dimenzios vektortér és W wvalddi, vagyis az egész V-t6l kiilonb6z6
altér. Ekkor dimW < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.



Bizonyitas

Legyen dim(V) = n.

Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer fiiggetlen V-ben is, ezért legfeljebb
n elemtd. Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, ...,b,, rendszer, ami tehét
bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.

Indirekt feltevés: m = n. Ekkor bq,...,b,, maximalis fiiggetlen rendszer V-ben
is, és igy bazis. Tehat generatorrendszer V-ben is, de W-ben is. Ezért az altala
generalt altér W is és V is, azaz W =V, ellentmondés. O

4. Vektorrendszer rangja

A rang definicidja

Definici6
Egy vektorrendszer rangja az altala generalt altér dimenzidja.

Tétel
Az X = {v1,...,v,} rangja akkor r, ha van kozottiik r darab linearisan fiigget-
len, de r-nél tobb linearisan fliggetlen nincs.

Bizonyitas

Legyen F' mazimdlis fiiggetlen rendszer X-ben. Azaz F fliggetlen, de X barmely
elemével kibévitve méar dsszefliged. A korabbi 2. Lemma miatt X minden eleme
fiigg F-t6l. Ezért (F) egy X-et tartalmazd altér, és igy tartalmazza (X)-et.
Vagyis F' bdzis (X)-ben, és igy F elemszama az X rangja. O

Azaz a rang a mazimdlis figgetlenek elemszama. Jele: r(X).

A rang tulajdonsagai

Példa: a v; = B} ,Ug = [a ,V3 = [8] ,Uq = [;} rendszer rangja 1, mert

vy Onmagaban filiggetlen, de barmely két vektor linearisan Osszefiigg, hiszen
mindegyik vektor a vy skalarszorosa.
A maximalis fiiggetlenek: {v1}, {v2}, {va}, mindegyik 1 elemd.

Tétel (HF)
Ha X = {vy,...,v,} linedrisan figgetlen vektorrendszer, akkor ez linearisan
fiiggetlen marad, ha

(1) Az egyik vektort egy nem nulla skalarral megszorozzuk.
(2) Az egyik vektorbdl kivonjuk egy masik skalarszorosat.

Ha X = {v1,...,vn} tetszdleges vektorrendszer, akkor az (1) és (2) lépéseknél
(X) és igy r(X) nem valtozik.



A rang kiszamitasa Gauss-eliminaciéval

Tétel
ai1 a12 G1m
a21 22 A2m,
Legyen v, = , Vg = ey Uy =
anl an2 Anm

Végezziik el a Gauss-eliminaciot az
1121+ ... +a1mTm = 0
ao1T1 + ...+ aomTm =0

Ap1®1 + ...+ @@y, =0
homogén linearis egyenletrendszer esetében. Ekkor a vy, ..., v, rendszer rangja
a vezéregyesek szdma.

Bizonyitas: késGbb.

5. Alterek Osszege

Alterek Gsszege
Allitas
Legyenek U és W alterek a V' vektortérben.

Ekkor U4+ W ={u+w : ue U, w € W} is altér.
Ez az U és W alterek dsszege.

Bizonyitas

U+ W nem dires, mert 0 = 0+ 0 benne van.

Ha uq+wy, us+ws € U+W, ahol uy,us € U és wy,wy € W, akkor ui+us € U,
mert U altér, és wy + wo € W, mert W altér.

Ezért (uy + wi1) + (ug + w2) = (ug +ug) + (w1 +we) € U+ W. Azaz U+ W
zdrt az 6sszeaddsra.

A A-szorosra vald zdrtsdg bizonyitasa hasonld: HF. O

U+ W a legszikebb U-t és W-t tartalmazé altér. Hiszen minden ilyen altér
tartalmazza az u + w alakt Osszegeket.

Példak alterek Gsszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az zy sik, vagyis az (x,y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (z,y,0) = (z,0,0) + (0,y,0) (és ez egyértelmd is).

Alljon U az R[z] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke. Alljon W az R[z]
legfeljebb méasodfoki elemeibdl.

Ekkor U+ W = Rlz], hiszen f(z) = (f(x)— f(1))+ f(1). UNW azon legfeljebb
masodfokiiak, melyeknek 1 gydke.



Alljon U az R?*? felss, W az R**? als6 haromszogmatrixaibol.

_ m2x2 a bl |a b 0 0
Ekkor U + W = R“”~, hiszen [c d]_[() d}—i—[c O]'

UNW a diagonalis matrixok.
HF*: dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W).

6. Skalaris szorzat

Skalaris szorzat és norma

Definicié (F8.1.1. és F8.2.1 Definicid)
a1 b1
Legyenv=|...| e R" ésw = |...| € R". Ekkor
a7l b'l'L

v és w skaldris szorzata (v,w) = a1by + ...+ axb, = v w.
v, w € R"™ merdlegesek vagy ortogondlisak, ha (v,w) = 0. Jele: v L w.

A v € R" normdja vagy hossza ||v|| = \/{v,v).
(Ez a sikon és a térben Pitagorasz tételébdl vilagos.)

Allitas (F8.1. szakasz, HF)
Tetszoleges u, v, w € R™ és XA € R esetén

1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) és (w,u+v) = (w,u) + (w,v);
(2) (M, w) = Mo, w) és (w, \v) = \w,v).

Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicio)

A by,...,b, ortonormdlt bdzis, ONB R"-ben, ha bazis, mindegyik b; hossza 1,
és barmely kettS merdleges. Képletben: ||b;|| = 1 minden i-re, és (b;,b;) = 0,
ha i # j. (Ez felel meg a szokéasos, derékszogl koordinatarendszereknek.)

Allitas
<Ua b1>
Ortonormalt bazisban [v] = | ... |.
(v,bn)
Bizonyitas
Ha v = A\b1 + ... + A\pby,, akkor b;-vel skaldrisan szorozva
<U,bi> =)\ <b1,bi> + ...+ )\n<bn, bl> = )\i<bi; b,> =\ O



7. Osszefoglald

A 2. el6adashoz tartoz6 vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliggés. Halmazrendszer legnagyobb, leg-
sziikebb, maximalis és minimalis eleme. Vektorrendszer rangja. Alterek dsszege.
Skalaris szorzat, hossz, merdlegesség. Ortonormalt béazis.

Tételek

Fiiggetlen rendszer elemszama < generatorrendszer elemszama.
|Fiiggetlen| < dimenzi6. |Generatorrendszer| > dimenzio.

A filiggést és fiiggetlenséget Gsszekapcesold két lemma.

Bazis = maximalis fliggetlen = minimaélis generatorrendszer.
Valodi altér dimenzidja kisebb, mint a tér dimenzidja.
Vektorrendszer rangja a maximaélis fliggetlenek elemszédma.

A rang kiszamitasa Gauss-eliminacioval.

Alterek 6sszegének dimenzidja. Vektor koordinatai ONB-ben.



