1. Bevezetés

A félév anyaga: linearis algebra

Vektorterek, alterek

Fiiggés, fiiggetlenség, bazis, dimenzio

Skalaris szorzat R"-ben, vektorok hossza és szoge
Linearis leképezések, matrixuk, bazistranszformécio
Képtér, magtér, dimenzidtétel, rang, invertalhatosag
Sajatérték, karakterisztikus polinom, diagonalizaléas
Miniméalpolinom, invarians alterek, Jordan normalalak
Euklideszi terek: mer&legesség és skalaris szorzat
Egybevagoséagi transzforméciok valos és komplex folott
Diagonalizalhat6sag ortonormalt bazisban

Kvadratikus alak négyzetosszeg alakja

Tankonyv: Freud Rdobert: Linedris algebra.
Konzultaci6: ewwkiss@gmail.com

A szamonkérés modja

A gyakorlat célja az elméleti anyag megértése.

— Modja: 6nallo feladatmegoldas. Feladatsorok a honlapon.

— Begyakorlas otthon: feladatok Freud Robert konyvében.
— Harom hiadnyzas megengedett. Minden gyakorlaton r6pZH:
x az eldzd heti el6adas tételeibsl, definicioibol
* (ehhez minden prezentacio legvégén Osszefoglald);
x 50%-ot kell elérni, kiilonben a gyakorlati jegy elégtelen.
— Két évfolyamzarthelyi;
* az elégtelen zarthelyiket ki kell javitani;
* javito a félév végén, a gyakorlatvezet§ dontése alapjan.
+* Ha nem sikeriil: gyakorlati jegy utovizsga.
x Csak érvényes gyakorlati jeggyel lehet vizsgazni.



o [rdsbeli vizsga. Ez a prezentacio definialja a vizsgaanyagot.

— Nyomtathato valtozat is letolthetS a honlaprol.
— Harom rész (minta az el6z6 évi vizsgak a honlapon):
* beugrd a répzéhak anyagabol;
* megértés-ellenérzd;
* bizonyitas (a tételek listaja az utolsé prezentacio végén).

Honlap: ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/

2. Vektortér

Oszlopvektorok (ismétlés)

Definicié
Legyen T test. A T f6lotti n magassagu oszlopvektorok az
ay
an
alakt métrixok, ahol ay,...,a, € T. Ezek halmaza T™.
Definicio
Legyen T test, és értelmezziik T"-en az
a1 bl a1 + bl ay )\(11
4+ |...| = s A|...| =
an by, an + by, an Aa,

képletekkel az dsszeaddst és a A skaldrral szorzdst (A € T). Azaz Gsszeadni és
skalarral szorozni komponensenként kell.

Az Gsszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)
Tetszoleges u, v, w € T™ vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+w) (az sszeadas asszociativ).

(2) u+v=1v+u (az Osszeadds kommutativ).
(3) u+0=0+u=mu (0 a nullvektor).

(4) v+ (—u) = (—u) +u =0 (—u az u ellentettje).

0 ay —ai
A nullvektor 0 = 0 és az ellentett: — | 2| = | 72
0 an —an,

(minden komponens 7" nulleleme) (komponensenkénti ellentett)



A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)
Tetszoleges u,v € T™ vektorokra, és A, u skaldrokra

(5) A+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+ Av.

(1) (au = Aua).
8) 1

-u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miiveletekre.
e A T"*™_beli matrixok.
e T[z] polinomjai: A(ap + ...+ apz™)=(Aag) + ... + (Aan)z™.

e Valos fiiggvények (a pontonkénti miveletekre):

(f +9)(@) = f(2) +g(x) &s (\f)(z) = A(f(2)).

A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skaldrok), V halmaz (elemei a vektorok). V wvektortér T folott,
ha értelmezett a V-beli 4+ Osszeadas, tovabba a skalarral szorzas (skalarszor
vektor = vektor) gy, hogy tetszdleges u,v,w € V és A\, € T esetén

(1) (u+v)+w=u+ (v+w) (az Ssszeadas asszociativ).

(2) u+v=1v+u (az dsszeadas kommutativ).
B)ut0=0+u=u (LETEZIK 0 nullvektor).

(4) u+ (—u) = (—u) +u =0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).

B) A+ p)u=Au+ pu.

~—

6) AMu+v)=AIu+ Av.

(Aw)u = A(pu).
1.u=

u (ahol 1 a T test egységeleme).

7)

8) 1-u



A sik és a tér vektorai

Ismétlés

A vektorok iranyitott szakaszok, de két vektor egyenld, ha parhuzamosak, egyen-
16 hosszuak és iranytak. Igy minden vektor kezdépontja az O origoba tolhato.
Az A pont és az OA vektor kozotti megfeleltetés kolesonosen egyértelmd.

Az OA az A pont helyvektora. Ha A = (a, b, ¢), akkor @1 jele is (a, b, ¢). Tehat
(a,b,c) nemcsak egy pont a térben, hanem térvektor is.

A térvektorok az Gsszeadésra (paralelogrammaszabaly) és a skalarral szorzasra
vektorteret alkotnak (HF). A helyvektoroknal ezek a miiveletek a komponensen-
kénti miiveleteknek felelnek meg. Ezért a térvektorok vektortere ,ugyanolyan”,
mint az oszlopvektorok R? vektortere.

Elemi kovetkezmények

Tétel (F4.1.2. Tétel)
Legyen V vektortér a T test folott, Ae T, v e V.

(1) AV nulleleme egyértelmiien meghatérozott.

—

2) Minden vektor ellentettje egyértelmiien meghatarozott.

—

3) Minden v vektorra Ov = 0 (a bal 0 skalar, a jobb 0 vektor).

—
=~
~

Minden A skalarra A0 = 0 (itt 0 a nullvektor).

—
(@)
~—

Ha Av = 0, akkor A = 0 vagy v = 0.

—

6) Minden v vektorra (—1)v = —v (a v ellentettje).

Mintabizonyitas (5)-re
Ha \v = 0, de X # 0, akkor létezik A =1,
ey 0=A"10=2"1w) = A" Nv=1v=r0. O

A fenti (4) miatt.
A (7) vektortéraxioma miatt.

A (8) vektortéraxioma miatt.




3. Altér, generatorrendszer

Az altér fogalma

Definici6é (F4.2.1. Definicio)
Legyen V vektortér a T test folott. A W C V részhalmaz altér, ha maga is
vektortér V' miiveleteire nézve.

Példak
@ V a sik vektorai R f6lott. W az z-tengellyel parhuzamos vektorok.
Azaz W az z-tengely (a megfelels helyvektorok végpontjai).
(2) V =QJx] a Q folott. W azok a polinomok, amelyeknek az 1 gyoke.

(3) V a valos fliggvények R {5l6tt. W a folytonos fiiggvények.

i) V' a kétszer kettes komplex matrixok C {ol6tt.
W a fels6 haromszogmatrixok.

Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)
Legyen V vektortér a T test folott. A W C V nem iires részhalmaz akkor és
csak akkor altér, ha

(1) W zdrt az dsszeaddsra, azaz tetszéleges wy,wy € W esetén wy + wa € W.

(2) W zdrt a skaldrral szorzdsra, azaz tetsz6leges A € T és w € W esetén
 Awew.

Segitség: 0 = Ov, és az ellentett —v = (—1)v.
F4.2.15. és F4.2.12. Feladat, HF:

(1) Altér nulleleme ugyanaz, mint az eredeti vektortéré.

(2) Alterek metszete is altér.

(3) Két altér uniodja csak akkor altér, ha valamelyikiik tartalmazza a mésikat.

Altér készitése

Kérdés
Adott egy v vektor a sikon. Mely vektorokat kell hozzavenniink (minél keveseb-
bet), hogy alteret kapjunk?

A v skalarszorosait (azaz a Av vektorokat) be kell venni. Ez elég, mert ezek
halmaza zart mindkét mtiveletre.

Ezek pont a v-vel parhuzamos vektorok, ha v # 0. A megfelel§ helyvektorok
végpontjai egy origdn dtmend egyenest alkotnak.



Adottak az x és x? polinomok R[z]-ben. Mely polinomokat kell hozzavenniink
(minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?

Az ax + bz? alaki polinomok mér alteret alkotnak (a,b € R).

Generalt altér

Tétel (F4.3.4. Tétel)
Legyen V vektortér a T test folott és vy, vo, ..., v, € V.
Ekkor a Ayv1+A2va+. . .+ A vp, alaka vektorok, ahol A1, A, ..., A, € T, alteret

alkotnak V-ben. Ez a vy, va,...,v, € V altal generdlt altér, jele (v1,va, ..., Vm).
Elnevezések

A vy,..., v, vektorok neve: generdtorok.

A1 + AU + .o+ AU A V1, ..., Uy €8V linedris kombindcidja.

A A, ..., A\, ennek a linearis kombinacionak az egyiitthatds.

A vy,..., vy generdtorrendszer a V vektortérben, ha (v, va, ..., vy) = V.

A generdlt altér a generdtorok linedris kombindcidinak halmaza.
Egy vektortérnek altalaban sok generatorrendszere van!

Példak generatorrendszerre

Legyen V a legfeljebb els6foki polinomok vektortere R {616tt.

Ebben {1,z} generatorrendszer, mert A -1 + 4 - = alakban pontosan ezeket a

polinomokat kapjuk (A, u € R). De generatorrendszer {1 + z,z} is, mert
axr+b=b(14+2z)+ (a — b)z,

vagyis A(1 + z) 4+ pz alakban V' minden eleme megkaphato.

Egy altér generatorrendszerének elemei az altérben vannak! Példaul {1,z, 22}
nem generatorrendszer a fenti V-ben, noha V elemei felirhatok ezek lineéris
kombinaciéjaként.

Hazi feladat (fizikabol tudjuk)
Ha v és w nem parhuzamos sikvektorok, akkor generatorrendszert alkotnak a
sik vektorainak vektorterében.

A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tétel: kiegészités
(V1,...,Um) a legszikebb vy, ..., vy-et tartalmazo altér.
Azaz ha W altér és vy, ..., v, € W, akkor (vy,...,vm,) C W.



Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és vy, va, ..., v, € V.

U= (vy,...,0n) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=Mvi+...+ A\ v, €U és A €T, akkor Au € U, mert

M= (AA)v1 + ... + (AN V. Igy U skalarral szorzasra zart.

Az Osszegre zartsag bizonyitasa hasonlo, HE.

Ha vy,...,v, € W, akkor A\jvy, Aovo, ..., Ay, € W, mert W zart a skalarral
szorzasra. Ezért Ajvy + Agvo + ... + A\pv € W, mert W zart az 6sszeadasra.
Igy (v1,...,v,,) minden eleme W-ben van. O

4. Linearis fiiggés és fiiggetlenség

Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test f6lott és vy, ..., v, € V. Ezek a vektorok linedrisan
fiiggetlenek, ha tetsz6leges A1,..., A\, € T skalarokra \jv; + ... + A, =0
CSAK UGY teljesiilhet, ha Ay = ... = \,,, = 0. Egyébként a v1,...,v, € V

vektorok linedrisan dsszefiiggdk.

Trividlis linearis kombinécié: minden egyiitthato nulla. Vagyis vy, ..., v, akkor
és csak akkor lineédrisan fliggetlen, ha CSAK a trivialis linearis kombinéciojuk
nulla.

Példaul 1, z, 22 linearisan fiiggetlen R[x]-ben R f616tt, mert ha a-1+b-z+c-2? = 0
(a nullapolinom), akkor minden egyiitthato nulla, azaz a = b= ¢ = 0.

Példak fiiggésre és filiggetlenségre

Az :23 é g € R? vektorok R folott linearisan Gsszefiiggenek.
4 4 —4 o] .

Valoban, 2 [ } [6] = {6] + [—6} = [0} és pl. 2 #£ 0.

Az E} és a {g] € R? vektorok R folott linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha
o 2 41 2) dho| |20+ 4
o] = 23] 3] = ]+ (53] = o o]
akkor 2A1 +4X3 = 0 és 3A\1 +5X2 = 0. Ezt a homogén linearis egyenletrendszert
megoldva A\; = Ay = 0.



A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

a1 a12 A1m
a21 a22 az

Legyen vy = , U = e, U = ™l eTm.
an1 An2 Anm

Ekkor a Ajv1 + Xove + ...+ A, =0 az

1A + ...+ aimAn =0
a21 A1 + ...+ G2m Ay, =0

anl)\l —|——|—anm)\m =0

homogén linearis egyenletrendszert adja a A1, A, ..., A, ismeretlenekre.

A’Ul,..

., U akkor fliggetlenek, ha ennek csak a trivialis megoldasa van, azaz

ha nincs szabad vdltozo.
Ko6vetkezmény: Ha tobb vektor van, mint a vektorok magassiga, akkor ezek
linedrisan osszefiiggenek (van nemtrivialis megoldas).

A fiiggetlenség elemi tulajdonsagai

(1)

Fiiggetlen vektorrendszerbsl vektorokat elhagyva fiiggetlen rendszert ka-
punk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen.

A {v} egyelemi rendszer pontosan akkor fliggetlen, ha v # 0.
A nullvektort tartalmazo rendszerek Osszefiiggdk.

Két nem nulla vektor akkor és csak akkor Osszefiiggs, ha mindketts a
masik skalérszorosa.

Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa, akkor a rendszer
Osszefiiggs. Specidlisan egy fliggetlen rendszerben minden vektor csak
egyszer szerepelhet.

A sik két vektora pontosan akkor linearisan fiiggetlen R f6l6tt, ha nem
parhuzamosak.

A tér harom vektora pontosan akkor linearisan sszefiiggd R folott, ha
egy sikban vannak.

Bizonyitas: HF.



5. Bazis
A bazis fogalma

Definicié (F4.5.1. Definicio)
Egy vektorrendszer bdzis, ha linearisan fiiggetlen és generatorrendszer.

Tétel (F4.5.2. Tétel)

Legyen V vektortér a T test folott és by,...,b, € V.

Ez pontosan akkor bazis V-ben, ha V minden eleme egyértelmien felirhato a
b1, ..., by, linearis kombinaciojaként.

Py

a
11, 10f .. oo . al |1 0
{O] és L] bézis R”-ben R f616tt, mert {b] = [O] + [1]

akkor és csak akkor, ha A = a és ;1 = b (azaz egyértelmd is).

Példak bazisra

1 , 0f . L . 2 ‘o0 al 1 0
L] és [1] is bazis R”-ben R f6l6tt, mert [b} =A [1} + W [1]
akkor és csak akkor, ha a = A és b = A+ pu, azaz ha A =aés u=bb—a

(egyértelmi megoldas A-ra és u-re).

Legyen V a legfeljebb masodfokti polinomok vektortere R folott.
Ebben {1, x, 22} bazis, mert minden V-beli polinom egyértelmiien felirhato
a-1+4 8-z +~-2? alakban (a, 3,7 € R).

{1+, 1+4+22, 2?%}is bazis V-ben. Valoban:

ar? + bz +c = a(l+z)+ B(1+ 2?) + y2?= (a + B) + az + (8 + v)z? pontosan
akkor,hac=a+f8,b=aésa=f+~,azazhaa=b,5=c—b ésy=a+b—c.
Linedris egyenletrendszer az «, 3, v ismeretlenekre.

Szokasos bazis

Néhany fontos vektortérben az aldbbi konkrét bazisokat sokszor hasznaljuk.
Ezeket szokdsos bazisnak nevezziik.
A sorrend lényeges (koordinatazas legkozelebb).

(1) A sikon, mint R feletti vektortéren az (1,0), (0,1) pontok.

(2) AT test feletti T™ vektortérben azon ey, ...,e, vektorok,

melyekre e;-nek az i-edik komponense 1, a tébbi nulla.
Specialisan T-ben, mint 6nmaga feletti vektortérben az 1.

(3) A C-ben, mint R feletti vektortérben az 1 és az i.

(4) A T™*™ vektortérben azok a matrixok, melyeknek egyetlen eleme 1,

a tobbi nulla (ezeket a sorfolytonossag sorrendjében tekintjiik).



(5) A T[x] legfeljebb n-edfoku elemeibsl allo vektortérben

az (1,z,22,...,2") bazis.

A bazis elemszama

Tétel (F4.5.3. Tétel, bizonyitas legkbzelebb)
Minden vektortérben barmely két bézis elemszama ugyanaz.

Definicié (F4.6.1. Definicio)
AV vektortér bazisainak k6zos elemszamét a tér dimenzidjdnak nevezzik.
Jele dim V' (vagy dimg V).

(1) A sik kétdimenzios R f6lott.

(2) dimp T"™ = n.

(4) dimp T™*™ = mn.

(5) A T[z] legfeljebb n-edfoku elemeibdl all6 vektortér
n + 1-dimenziés T folott.

6. Osszefoglald

Az 1. eldadashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

A nyolc vektortéraxioma, nullelem, ellentett. A sik és a tér mint vektortér,
helyvektorok. Altér, generalt altér, generdtorrendszer. Fiiggetlenség, bazis,
dimenzi6.

Tételek

Vektorterek elemi tulajdonsagai (F4.1.2). Altér jellemzése zartsaggal, altér null-
eleme (F4.2.15. Feladat). A linearis kombinaciok alteret alkotnak, ez a legszii-
kebb, az adott elemeket tartalmazo altér. A fiiggetlenség kiszamitasa Gauss-
eliminacioval. Bazis jellemzése a linearis kombinaciok egyértelmtiségével. Bar-
mely két bazis elemszama ugyanaz.
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