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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )
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Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis V-ben,
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Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha
b1+ ...+ Apby, =0,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha
A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelmii a foliras,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelm( a foliras, mert ha

v=Mbi+ ...+ Apby = p1b1 + ...+ tinbn,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelm( a foliras, mert ha

v=MAby + ...+ A\pb, = p1b1 + ...+ pnb,, akkor innen

(M —p1)br+ ...+ (A — pn)bn =0,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelm( a foliras, mert ha

v=MAby + ...+ A\pb, = p1b1 + ...+ pnb,, akkor innen

(A — p1)br + ..o+ (A — pn) by = 0, és a fliggetlenség miatt
)\j — /l,j = O,
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).
Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelm( a foliras, mert ha

v=MAby + ...+ A\pb, = p1b1 + ...+ pnb,, akkor innen

(A — p1)br + ..o+ (A — pn) by = 0, és a fliggetlenség miatt
Aj — pj = 0, azaz A\; = 1; minden j-re
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A bazis fiiggetlen generatorrendszer

Ismétlés: Bazis = linearisan fiiggetlen generatorrendszer. )

Allitas (F4.5.2. Tétel)

by, ..., b, pontosan akkor bazis \/-ben, ha V' minden eleme
egyértelmiien fdlirhaté a by, ..., b, linearis kombinacidjaként.

Bizonyitasvazlat: Felirhaté <= generatorrendszer (nyilvan).

Ha egyértelmii a feliras, akkor fiiggetlen, mert ha

A1by + ...+ Apb, = 0, akkor 0by + ...+ 0b, =0,

és az egyértelmiiség miatt (Vj)\; = 0.

Ha fuiggetlen, akkor egyértelm( a foliras, mert ha

v=MAby + ...+ A\pb, = p1b1 + ...+ pnb,, akkor innen

(A — p1)br + ..o+ (A — pn) by = 0, és a fliggetlenség miatt

Aj — pj =0, azaz \; = p; minden j-re (tehat egyértelm). O
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be J
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogt"” is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)
Legyen V/ vektortér a T test folott,
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogt"” is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)
Legyen V/ vektortér a T test folott, B = (by,...,b,) € V bazis.
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogt"” is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folétt, B = (b1, ..., b,) € V bazis.

HaveVésv=MAby+...+Aby, ahol \q,... . X\, €T,
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogt"” is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folétt, B = (b1, ..., b,) € V bazis.

HaveVésv=Abs+...+\,by, ahol \1,..., N\, € T, akkor
A1

[vlg = |...| € T" a v koordinatavektora ebben a bazisban.
An
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogl" is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folétt, B = (by, ..., b,) € V bazis.

HaveVésv=Abs+...+\,by, ahol \1,..., N\, € T, akkor

A1
[vlg = |...| € T" a v koordinatavektora ebben a bazisban.
An

A koordinatazas haszna

A keletkezé T"-beli vektorokkal altalaban kdnnyebb szamolni, mint

az eredeti V/ vektortér elemeivel,
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A bazis mint koordinatarendszer

A bazist agy képzeljiik, hogy a V' vektortéren egy
koordinatarendszert vezetiink be (lehet ,ferdeszogl" is).

Definicié (Freud, 4.7. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folétt, B = (by, ..., b,) € V bazis.

HaveVésv=Abs+...+\,by, ahol \1,..., N\, € T, akkor

A1
[vlg = |...| € T" a v koordinatavektora ebben a bazisban.
An

A koordinatazas haszna

A keletkezé T"-beli vektorokkal altalaban kdnnyebb szamolni, mint
az eredeti V/ vektortér elemeivel, amik bonyolult dolgok (példaul

fliggvények, geometriai transzformaciok) is lehetnek.
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v]|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

e [l — {_3}
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :
B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :
B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

V = C az R folott, B = (1, /).
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

V = C az R félétt, B = (1,i). Ekkor [-3 + 51i]g = {ﬂ
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

V =C az R folétt, B = (1,i). Ekkor [-3 + 51i]g = {ﬂ

Ha B’ = (1 + 1/, i) masik bazis,
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

V = C az R folétt, B = (1, ). Ekkor [-3 +51i]p = {Eﬂ
Ha B’ = (1 + i, i) masik bazis, akkor [—3 4 51/]g = [gﬂ
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

1
w

4l

o1

V = C az R folétt, B = (1, ). Ekkor [-3 +51i]p = [_ﬂ

Ha B’ = (1 + /,i) masik bazis, akkor [~3 + 51/]g = [
Indoklas: —3 + 51j = —3(1 + i) + 54i.
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :

B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

V = C az R folétt, B = (1,/). Ekkor [-3 +51i]p = [gﬂ :
Ha B = (1 + i,i) masik bazis, akkor [—3 + 51|z = [gﬂ

Indoklas: —3 + 51/ = —3(1 + i) + 54i.
Persze B’ ,ferdeszogii” koordinatarendszert ad a sikon,
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Példak koordinatakra

B = (1, x) bazis R[x]| legfeljebb elséfoka polinomjai kozott.
A v = 51x — 3 koordinatavektora [v|g = {g?’} :
B’ = (1 + x, x) bazis ugyanebben a vektortérben.

Ekkor [v]g = [gﬂ , mert v =51x —3 = —3(1 + x) + 54x.

1

w

4l
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V = C az R félétt, B = (1, /). Ekkor [-3 +51i]g = [_ﬂ

Ha B’ = (1 + /,i) masik bazis, akkor [~3 + 51/]g = [

Indoklas: —3 + 51/ = —3(1 + i) + 54i.

Persze B’ ,ferdeszogii” koordinatarendszert ad a sikon,
hiszen 1 + / nem mer6leges /-re.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.

Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

2. eléadas
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa
B = (1+1,2— i) bazis C-ben R fol6tt.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa
B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa
B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+i)+y2—-i)=4+i.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa
B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa

B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
x+2y =4
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa

B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
X+2y=4ésx—y=1,
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa

B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
X+ 2y =4 és x — y = 1, ez linearis egyenletrendszer.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa

B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
X+ 2y =4 és x — y = 1, ez linearis egyenletrendszer.

Megoldas: x =2 és y = 1.
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A koordinatak kiszamitasa

Lattuk: egy vektor koordinatainak kiszamitasahoz
linearis egyenletrendszert kell megoldani.
Mivel bazisrél van szé, egyértelmii megoldasa lesz.

Példa

B = (1+1i,2— i) bazis C-ben R fol6tt. Mi lesz [4 + i]g?
x(1+1i)+y(2—1i)=4+i. A valés és képzetes rész:
X+ 2y =4 és x — y = 1, ez linearis egyenletrendszer.

Megoldas: x =2 és y = 1. Azaz [4 + i|g = [ﬂ
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ezért B; elemszama kisebb vagy egyenls, mint B, elemszama.

B; és By-t kicserélve ugyanezzel a gondolatmenettel |By| < |B;].
Tehat B; és B, elemszama egyenl6.

Legyen B egy rogzitett bazis \/-ben. Ekkor |B| = dim(V/).

Ha F fuggetlen, akkor |F| < |B|, mert B generatorrendszer.

Ha G generatorrendszer, akkor |G| > |B|, mert B fiiggetlen. O
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
Vi,.-.,Vm € V linedrisan Gsszefiiggd, ha
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
v € V linearisan flgg vi,. .., vy tél,
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
v € V linearisan fligg vi, ..., vy-t8l, ha felirhaté vy, ..., vy,

linearis kombinacidjaként.
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
v € V linearisan fligg vi, ..., vy-t8l, ha felirhaté vy, ..., vy,

linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.

Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
v € V linearisan fligg vi, ..., vy-t8l, ha felirhaté vy, ..., vy,
linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (v1,...,vy)

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Gsszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.

v € V linearisan fligg vi, ..., vy-t8l, ha felirhaté vy, ..., vy,
linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,
ha V minden vektora fiigg téle.
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan 6sszefiiggd, ha nem linearisan fiiggetlen.

v € V linearisan fligg vi, ..., vy-t8l, ha felirhaté vy, ..., vy,
linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,
ha V minden vektora fiigg téle.

Allitas (F4.4.3. Tétel)
(1) Figgetlen rendszer része is fiiggetlen. (HF)
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
Vi, ..., Vm € V linearisan Osszefliggd, ha nem linearisan fiiggetlen.

v € V linearisan fligg vy, ..., vm-tél, ha felirhaté v, ..., vy,

) )

linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,

ha V minden vektora fiigg téle.

Allitas (F4.4.3. Tétel)
) Fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen. (HF)

(1
(2) Osszefiiggs rendszert tetszéleges vektorokkal kib&vitve
Gsszefiiggd rendszert kapunk. (HF)
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., Vm € V.

Vi, ..., Vm € V linearisan Osszefliggd, ha nem linearisan fiiggetlen.

v € V linearisan fligg vy, ..., vm-t8l, ha felirhaté v, ..., vy,

linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,

ha V minden vektora fiigg téle.

Allitas (F4.4.3. Tétel)
) Fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen. (HF)

(1
(2) Osszefiiggs rendszert tetszéleges vektorokkal kib&vitve
Gsszefiiggd rendszert kapunk. (HF)

Az iires halmaz lineérisan fiiggetlen!
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Linearis fiiggés

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., Vm € V.

Vi, ..., Vm € V linearisan Osszefliggd, ha nem linearisan fiiggetlen.

v € V linearisan fligg vy, ..., vm-t8l, ha felirhaté v, ..., vy,

linearis kombinacidjaként. Azaz ha v € (vi,..., vy).

Nyilvan vi, ..., v,, akkor és csak akkor generatorrendszer V-ben,

ha V minden vektora fiigg téle.

Allitas (F4.4.3. Tétel)
) Fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen. (HF)

(1
(2) Osszefiiggs rendszert tetszéleges vektorokkal kib&vitve
Gsszefiiggd rendszert kapunk. (HF)

Az iires halmaz linearisan fiiggetlen! Ezért dim({0}) = 0.
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v fiigg vi, ..., v,-tél, )
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v = Aivi+...+ v
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,



Fliggés és fiiggetlenség Algebra2, normal 2. eléadas 9/ 24

Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.

1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefiiggs, akkor
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely linearisan fiigg a tobbiektdl.
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely linearisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Példaul 0, v sszefiigg,
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

’ )

Ha v figg vi,. .., vim-tél, akkor vi, ..., vy, v Osszefliggd. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.

Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

Vi, Vo, v3 Osszefliggs,
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi, ..., v,-t8l, akkor vi, ..., v,,, v Gsszefliggs. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.
Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

V1, Vo, v3 Osszefliggs, igy van olyan A1, Ao, A3, melyre
A1V + Aavo + A3vg = 0,
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl

Ha v figg vi,. .., vim-tél, akkor vi, ..., vy, v Osszefliggd. J

’ )

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.
Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

V1, Vo, v3 Osszefliggs, igy van olyan A1, Ao, A3, melyre
A1vi + Xovo + A3v3 = 0, de nem mindegyik A; nulla.
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl
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Ha v figg vi,. .., vim-tél, akkor vi, ..., vy, v Osszefliggd. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.

Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

V1, Vo, v3 Osszefliggs, igy van olyan A1, Ao, A3, melyre
A1vi + Xovo + A3v3 = 0, de nem mindegyik A; nulla.
Ha példaul A\, # 0,
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Ha Osszefiiggd, akkor valamelyik fligg a tobbitsl
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Ha v figg vi,. .., vim-tél, akkor vi, ..., vy, v Osszefliggd. J

Mert v=XAvi+...4+AnVm = Avi+...+Amvm+(—1)v =0,
és ez nemtrivialis linearis kombinacié a —1 egyiitthaté miatt.
1. Lemma (F4.4.3. Tétel I11.)

Ha vi,..., v, linearisan dsszefliggs, akkor VAN kozottiik olyan,
amely lineérisan fiigg a tobbiektdl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fligg a tobbiektsl!
Peldaul 0, v sszefiigg, de ha v # 0, akkor v nem fiigg 0-tél.

Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

V1, Vo, v3 Osszefliggs, igy van olyan A1, Ao, A3, melyre
A1vi + Xovo + A3v3 = 0, de nem mindegyik A; nulla.
Ha példéul )\2 7£ O, akkor Vo = —()\1/)\2)V1 — ()\3/)\2)V3. L]
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, figgetlen,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi,..., v, fliggetlen, de vq,..., v, v Osszefiiggd,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi,..., v, fliggetlen, de vq,..., v, v Osszefiiggd,
akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., vu,-tél.
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi,..., v, fliggetlen, de vq,..., v, v Osszefiiggd,
akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., vu,-tél.
Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggs,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi,..., v, fliggetlen, de vq,..., v, v Osszefiiggd,
akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., vu,-tél.

Bizonyitas
Mivel vi, ..., vy, v Osszefiiggs, van olyan Aq, ... A, A,
hogy nem mindegyik nulla,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi,..., v, fliggetlen, de vq,..., v, v Osszefiiggd,
akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., vu,-tél.

Bizonyitas
Mivel vi, ..., vy, v Osszefiiggs, van olyan Aq, ... A, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\1vs + ... + Apviy + Av = 0.
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan \1,..., Ay, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\1vs + ... + Apviy + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk,




Fliggés és fliggetlenség Algebra2, normal 2. eléadas 10 / 24

A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan \1,..., Ay, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\1vs + ... + Apviy + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan \1,..., Ay, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla,




Fliggés és fliggetlenség Algebra2, normal 2. eléadas 10 / 24

A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan \1,..., Ay, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan A1, . ... Ams A

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,

akkor vq, ..., Vm linearisan Gsszefliggene
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan \1,..., Ay, A,

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,

akkor vq, ..., Vm linearisan Gsszefliggene

(hiszen ekkor A\jvi + ...+ Apvym =0,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan A1, . ... Ams A

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,

akkor v1, ..., vy, linearisan Gsszefiiggene

(hiszen ekkor A\jvi + ...+ Apvym =0,
és a bal oldalon nemtrivialis linearis kombinacié all).
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan A1, . ... Ams A

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok
kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,

akkor v1, ..., vy, linearisan Gsszefiiggene

(hiszen ekkor A\jvi + ...+ Apvym =0,

és a bal oldalon nemtrivialis linearis kombinacié all).

Ezért v kifejezhetd,
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A fliggés és fliggetlenség tovabbi kapcsolata

2. Lemma (F4.4.3. Tétel IV.)

Ha vi...., v, fliggetlen, de vq, ..., Vm, v Osszefliggd,

akkor v (az, amelyik biztosan) fiigg v1, ..., v,-tél.

Bizonyitas

Mivel vi. ..., vy, v dsszefliggd, van olyan A1, . ... Ams A

hogy nem mindegyik nulla, de A\jvs + ... + Apvi + Av = 0.
Lattuk, hogy az ilyen egyenletbél azok a vektorok

kifejezhetsk, amelyek egyiitthatéja nem nulla.

De itt A\ biztosan nem nulla, mert ha A = 0 lenne,

akkor v1, ..., vy, linearisan Gsszefiiggene

(hiszen ekkor A\jvi + ...+ Apvym =0,

és a bal oldalon nemtrivialis linearis kombinacié all).

Ezért v kifejezhet, azaz figg v1, ..., v,-tél. Ol
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié
Legyen 7 halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié
Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).
Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazé halmaz.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazé halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Példa
Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Példa

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs,
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Példa

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Példa

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
Legsziikebb eleme van, az iires halmaz,
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7/ minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Peélda

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
Legsziikebb eleme van, az iires halmaz, és ez minimalis is.
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7 minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Peélda

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
Legsziikebb eleme van, az iires halmaz, és ez minimalis is.

Ha egy elem legnagyobb, akkor maximalis is,
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Maximalis és minimalis halmazok

Definicié

Legyen # halmazrendszer (halmazokbdl allé halmaz).

Az L € H legnagyobb elem, ha 7 minden elemét tartalmazza.
Az L € H legsziikebb elem, ha 7 minden elemének része.

Az M € H maximalis elem, ha nincs -ban M-et valédi médon
tartalmazo halmaz. Azaz ha H € H és H O M, akkor H = M.
Az M € H minimalis elem, ha nincs H-ban olyan halmaz, ami
M-nek valédi része. Azaz ha H € H és H C M, akkor H = M.

Peélda

Legyen H = {0,{1,2},{1,2,3},{3,4}}.
Legnagyobb elem nincs, {1,2,3} és {3,4} a maximalis elemek.
Legsziikebb eleme van, az iires halmaz, és ez minimalis is.

Ha egy elem legnagyobb, akkor maximalis is, de forditva nem.



A bazis jellemzései Algebra2, normal 2. el8adas 12 / 24

Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer,
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fiiggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas

Ha by, ..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fiiggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas

Ha by, ..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V/, akkor v fiigg by, ..., b,-tél,
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas
Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fiigg b, ..., b,-tél,
mert by, ..., b, generatorrendszer.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas
Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fiigg b, ..., b,-tél,
mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas

Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.
Valéban, ha v € V, akkor v fligg b, ..., b,-tél,
mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.

Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas

Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fiigg b, ..., b,-tél,

mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.
Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.

Ha by,..., b, maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer is.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.
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Bizonyitas

Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fiigg b, ..., b,-tél,

mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.
Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.

Ha by,..., b, maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer is.

Valéban, ha v € V, akkor by, ..., b,, v mar dsszefliggé.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.
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Bizonyitas

Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fiigg b, ..., b,-tél,

mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.
Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.

Ha by,..., b, maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer is.
Valéban, ha v € V, akkor by, ..., b,, v mar dsszefliggé.

De by, ..., b, figgetlen,




A bazis jellemzései Algebra2, normal 2. el8adas 12 / 24

Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.

Bizonyitas

Ha by,..., b, bazis, akkor maximalis fliggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fligg b, ..., b,-tél,

mert b, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v Osszefliggé.
Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.

Ha by,..., b, maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer is.
Valéban, ha v € V, akkor by, ..., b,, v mar dsszefliggé.

De by,..., b, figgetlen, igy a 2. Lemma miatt
v fligg b1, ..., b,-tél.
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Bazis = maximalis fliggetlen

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha maximalis fiiggetlen rendszer, azaz fliggetlen,
de barmely vektort hozzavéve mar Gsszefiiggé lesz.
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Bizonyitas
Ha b1, ..., b, bazis, akkor maximalis fiiggetlen.

Valéban, ha v € V, akkor v fligg b, ..., b,-tél,

mert b1, ..., b, generatorrendszer. Ezért by, ..., b,, v dsszefliggs.

Tehat by, ..., b, maximalis fliggetlen.
Ha by,..., b, maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer is.
Valéban, ha v € V, akkor by, ..., b,, v mar dsszefliggé.

De by,..., b, figgetlen, igy a 2. Lemma miatt

v flgg by, ..., b,-tél. Ezért by, ..., b, generatorrendszer is.

Ol
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by, ..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.
Valéban, ha 6sszefiiggene,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)
Valéban, ha osszefliggene, akkor az 1. Lemma miatt

valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.
Azaz by € (by,...,by) = W.

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.




A bazis jellemzései Algebra2, normal 2. el8adas 13 / 24

Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha osszefliggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.
Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.
Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,
ésigy (b1,...,b,) € W (mert (b1,...,by) a,legsziikebb”

{b1,..., b,}-et tartalmazé altér).




A bazis jellemzései Algebra2, normal 2. el8adas 13 / 24

Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,

és igy (b1,...,bn) C W (mert (by,..., b,) a ,legsziikebb”

’ )

{b1,..., b,}-et tartalmazé altér). De (b1,...,b,) =V,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,
ésigy (b1,...,b,) € W (mert (b1,...,by) a,legsziikebb”
{b1,..., b,}-et tartalmazé altér). De (b1,...,b,) =V,
ésigy VC W = (by,...,bp).
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,

és igy (b1,...,bn) C W (mert (by,..., b,) a ,legsziikebb”

’ )

{b1,..., b,}-et tartalmazé altér). De (b1,...,b,) =V,

ésigy V C W = (bo,..., b,). Igy bo,.... b, generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (egyik irany)

Ha by,..., b, minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen is.

Valéban, ha 6sszefiiggene, akkor az 1. Lemma miatt
valamelyik b;, mondjuk b; fliggene a tobbiektdl.

Azaz by € (by,...,by,) = W. Ezért {by,..., by} C W,

és igy (b1,...,bn) C W (mert (by,..., b,) a ,legsziikebb”

’ )

{b1,..., b,}-et tartalmazé altér). De (b1,...,b,) =V,

ésigy V C W = (bo,..., b,). Igy bo,.... b, generatorrendszer,

ami ellentmond b, . .., b, minimalitasanak.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (masik irany)

Ha b1, ..., b, bazis, akkor minimalis generatorrendszer.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a \/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (masik irany)

Ha b1, ..., b, bazis, akkor minimalis generatorrendszer.

Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (masik irany)
Ha b1, ..., b, bazis, akkor minimalis generatorrendszer.

Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor b», ..., b, mar nem
generatorrendszer,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

14 / 24

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,..., b, bazis, akkor minimélis generatorrendszer.
Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bo, ..., b, mar nem
generatorrendszer, mert ha b; fiiggne téle, akkor by, ..., b,

Osszefliggene.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

14 / 24

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,..., b, bazis, akkor minimélis generatorrendszer.
Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bo, ..., b, mar nem
generatorrendszer, mert ha b; fiiggne téle, akkor by, ..., b,

Osszefliggene. Ezért by, .. ., b, minimalis generatorrendszer.
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)

A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,
ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

14 / 24

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,..., b, bazis, akkor minimélis generatorrendszer.

Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bo, ..., b, mar nem

generatorrendszer, mert ha by fiiggne téle, akkor by, . ... b,

Osszefliggene. Ezért by, .. ., b, minimalis generatorrendszer.

]

Megjegyzés: Igy minden minimalis generatorrendszer elemszama,
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)
A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,

ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,..., b, bazis, akkor minimélis generatorrendszer.

Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bo, ..., b, mar nem

generatorrendszer, mert ha b; fiiggne téle, akkor by, ..., b,

osszefliggene. Ezért by, ..., b, minimalis generatorrendszer.

Megjegyzés: Igy minden minimalis generatorrendszer elemszama,
és minden maximalis fiiggetlen rendszer elemszama ugyanaz:

14 / 24

]

ot
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Bazis = minimalis generatorrendszer

Allitas (F4.5.3. Feladat)
A by, ..., b, akkor és csak akkor bazis a V/ vektortérben,

ha minimalis generatorrendszer, azaz ha generatorrendszer,
de barmely vektort kidobva mar nem generatorrendszer.

Bizonyitas (masik irany)

Ha by,..., b, bazis, akkor minimélis generatorrendszer.

Valéban, ha példaul bi-et elhagyjuk, akkor bo, ..., b, mar nem

generatorrendszer, mert ha b; fiiggne téle, akkor by, ..., b,

osszefliggene. Ezért by, ..., b, minimalis generatorrendszer. Ol

ot

Megjegyzés: Igy minden minimalis generatorrendszer elemszama,
és minden maximalis fiiggetlen rendszer elemszama ugyanaz:
a vektortér dimenzidja.



A bazis jellemzései Algebra2, normal

Bazis készitése

Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben
barmely fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

2. el8adas

15 / 24
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Bazis készitése

Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben
barmely fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

Bizonyitas
Vegyiink hozza vektorokat, amig maximalis fliggetlen nem lesz.
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Bazis készitése

Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben
barmely fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

Bizonyitas
Vegyiink hozza vektorokat, amig maximalis fliggetlen nem lesz.
Ez legfeljebb n lépésben véget ér. Ol
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Bazis készitése

Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben
barmely fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

Bizonyitas
Vegyiink hozza vektorokat, amig maximalis fliggetlen nem lesz.
Ez legfeljebb n lépésben véget ér. Ol

Kovetkezmény (F4.5.6. Tétel)

Barmely véges generatorrendszer tartalmaz bazist.
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Bazis készitése

Kovetkezmény (F4.5.7. Tétel)

Végesen (mondjuk n elemmel) generalt vektortérben
barmely fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

Bizonyitas
Vegyiink hozza vektorokat, amig maximalis fliggetlen nem lesz.
Ez legfeljebb n lépésben véget ér. Ol

ot

Kovetkezmény (F4.5.6. Tétel)

Barmely véges generatorrendszer tartalmaz bazist.

Bizonyitas

Hagyjunk el bel6le, mig minimalis generatorrendszer nem lesz. [
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V véges dimenzids vektortér
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V véges dimenzids vektortér és VW valédi, vagyis az egész
V-6l kiilonbozé altér.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V véges dimenzids vektortér és VW valédi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.




A bazis jellemzései Algebra2, normal 2. el8adas 16 / 24

Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenziés vektortér és VW valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenziés vektortér és VW valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V) = n.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)
Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-6l kiilénbdzs altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.

Bizonyitas
Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-6l kiilénbdzs altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer

fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.
Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-6l kiilénbdzs altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis //-ben,
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-6l kiilénbdzs altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,

ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n. Ekkor b, ..., b,, maximalis fiiggetlen

rendszer V-ben is,
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n. Ekkor b, ..., b,, maximalis fiiggetlen

rendszer V/-ben is, és igy bazis.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n. Ekkor b, ..., b,, maximalis fiiggetlen

rendszer V/-ben is, és igy bazis. Tehat generatorrendszer V/-ben is,
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n. Ekkor b, ..., b,, maximalis fiiggetlen

rendszer V/-ben is, és igy bazis. Tehat generatorrendszer V/-ben is,
de W-ben is.
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Valédi altér dimenzigja

Tétel (F4.6.4. Tétel)

Legyen V/ véges dimenzids vektortér és WV valodi, vagyis az egész
V-t8l kiilonbdzé altér. Ekkor dim W < dim V.

Emlékeztets: fiiggetlen elemszama < generatorrendszer elemszama.
Bizonyitas

Legyen dim(V/) = n. Ekkor W-ben minden fiiggetlen rendszer
fliggetlen V-ben is, ezért legfeljebb n elemdi.

Igy W-ben van maximalis fiiggetlen by, . ... b, rendszer,
ami tehat bazis W-ben, és m < n. Ekkor dim W = m.
Indirekt feltevés: m = n. Ekkor b, ..., b,, maximalis fiiggetlen

rendszer V/-ben is, és igy bazis. Tehat generatorrendszer V/-ben is,
de W-ben is. Ezért az altala generalt altér W is és V is,
azaz W = V, ellentmondas. O
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A rang definiciéja

Definicié J

Egy vektorrendszer rangja az altala generalt altér dimenzigja.
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A rang definiciéja

Definicié
Egy vektorrendszer rangja az altala generalt altér dimenzigja.

Tétel
Az X = {vi,..., vy} rangja akkor r, ha van kdzéttiik r darab
linearisan fliggetlen,
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A rang definiciéja

Definicié
Egy vektorrendszer rangja az altala generalt altér dimenzigja.

Tétel
Az X = {vi,..., vy} rangja akkor r, ha van kdzéttiik r darab
linearisan fliggetlen, de r-nél tébb linearisan fiiggetlen nincs.
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A rang definiciéja

Definicié
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Tétel

Az X = {vi,..., vy} rangja akkor r, ha van kdzéttiik r darab
linearisan fliggetlen, de r-nél tébb linearisan fiiggetlen nincs.

Bizonyitas

Legyen F maximalis fliggetlen rendszer X-ben. Azaz

F fuggetlen, de X barmely elemével kib6vitve mar 6sszefiiggé.
A korabbi 2. Lemma miatt X minden eleme fligg F-t6l.
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Ha X = {vi,..., v} linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
akkor ez linearisan fiiggetlen marad, ha

(1) Az egyik vektort egy nem nulla skalarral megszorozzuk.

(2) Az egyik vektorbdl kivonjuk egy masik skalarszorosat.
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A rang kiszamitasa Gauss-eliminaciéval

Tétel
ail ai2 dim
L | a21 | 4922 | a2m
egyen Vl — 9 V2 - 9 9 Vm _
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Végezziik el a Gauss-eliminaciét az
axt+...+ amXm =20
a21x1 + ...+ a2mXm = 0

anxi+...+anmxm=0
homogén linearis egyenletrendszer esetében.
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Bizonyitas: késébb.
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Alterek Gsszege

Allitas

Legyenek U és W alterek a /' vektortérben.

Ekkor U+ W ={u+w : ue U, w € W} is altér.
Ez az U és W alterek Gsszege.

Bizonyitas

U + W nem tres, mert 0 = 0 + 0 benne van.

Ha u1 +wa, up+wo € U+ W, ahol u,up € U és wy,wo € W,
akkor vy + up € U, mert U altér, és wy + wo € W, mert W altér.
Ezért (Ul == Wl) aF (IJ2 aF W2) = (U1 T U2) = (Wl a4 W2) e U+ W.
Azaz U + W zart az dsszeadasra.

A \-szorosra valé zartsag bizonyitasa hasonlé: HF. O]

v

U+ W a legsziikebb U-t és W-t tartalmazé altér. Hiszen
minden ilyen altér tartalmazza az v + w alak( Gsszegeket.
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Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0)
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.
Ekkor U + W = R[x],
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.
Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felss,
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felsé, W az R?*? alsé haromszégmatrixaibdl.
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felsé, W az R?*? alsé haromszégmatrixaibdl.

Ekkor U + W = R?*2,
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felsé, W az R?*? alsé haromszégmatrixaibdl.

_ 2X2 p a bl |a b 0 0
Ekkor U + W = R“"“, hiszen L d}_{O d:|+|:C ol
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felsé, W az R?*? alsé haromszégmatrixaibdl.

_ 2X2 p a bl |a b 0 0
Ekkor U + W = R“"“, hiszen L d}_{O d:|+|:C ol

UnN W a diagonalis matrixok.
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Példak alterek 6sszegére

Legyen a térben U az x-tengely és W az y-tengely.
U+ W az xy sik, vagyis az (x, y,0) alaka pontok halmaza.
Mert (x,y,0) = (x,0,0) + (0, y,0) (és ez egyértelmdi is).

Alljon U az R[x] azon elemeibdl, melyeknek az 1 gydke.
Alljon W az R[x] legfeljebb masodfoki elemeibdl.

Ekkor U + W = R[x], hiszen f(x) = (f(x) — (1)) + f(1).
U W azon legfeljebb masodfokaak, melyeknek 1 gydke.

Alljon U az R?*? felss, W az R**? alsé haromszégmatrixaibdl.

_ 2X2 p a bl |a b 0 0
Ekkor U + W = R“*<, hiszen L d}_{O d:|+|:C 0}

UnN W a diagonalis matrixok.

HF*: dim(U + W) =dim U + dim W — dim(U N W).
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a b1
Legyenv=|...| eR"ésw= |[...| €R".
dn bn
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = a1b; + ...+ apbp
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.

22 /24
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

al b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
an b,
v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v [ w.
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor

an bn
v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.
v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v €R" normija
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Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

al b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor

an bn
v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.
v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza

22 /24
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

al b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor

an bn
v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.
v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza ||v|| = /(v, V).
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza ||v|| = /(v, V).
(Ez a sikon és a térben Pitagorasz tételébsl vilagos.)
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza ||v|| = /(v, V).
(Ez a sikon és a térben Pitagorasz tételébsl vilagos.)

Allitas (F8.1. szakasz, HF)

Tetszéleges u, v, w € R" és \ € R esetén
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza ||v|| = /(v, V).
(Ez a sikon és a térben Pitagorasz tételébsl vilagos.)

Allitas (F8.1. szakasz, HF)
Tetszéleges u, v, w € R" és \ € R esetén
(1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) és (w,u+ v) = (w,u) + (w, v);
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Skalaris szorzat és norma

Definici6 (F8.1.1. és F8.2.1 Definicio)

a1 b1
Legyen v = |...| e R"ésw = |...| € R". Ekkor
dn bn

v és w skalaris szorzata (v, w) = ajby + ...+ apb, = v w.

v,w € R" mer6legesek vagy ortogonalisak, ha (v, w) = 0.
Jele: v L w. A v € R" norméaja vagy hossza ||v|| = /(v, V).
(Ez a sikon és a térben Pitagorasz tételébsl vilagos.)

Allitas (F8.1. szakasz, HF)

Tetszéleges u, v, w € R" és \ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) és (w,u+ v) = (w,u) + (w, v);
(2) (A\v,w) = X(v,w) és (w, \v) = Xw, v).




Skalaris szorzat Algebra2, normal 2. eléadas 23 /24

Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)
A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben,
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Definicié (F8.1.4. Definicid)
A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
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Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1,
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely ketté meréleges.
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely ketté meréleges.
Képletben: ||b;|| = 1 minden i-re,




Skalaris szorzat Algebra2, normal 2. eléadas 23 /24

Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely ketté meréleges.
Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely kett6 mer&leges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely kett6 mer&leges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>
Ortonormalt bazisban [v| =

(v, by)
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely kett6 mer&leges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>

Ortonormalt bazisban [v] = .
(v, bn)

Bizonyitas
Ha v =MAbi+ ...+ A\,bp,
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely kett6 mer&leges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>

Ortonormalt bazisban [v] = .
(v, bn)

Bizonyitas

Ha v = \1b; + ...+ \,b,, akkor b;-vel skalarisan szorozva
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely kett6 mer&leges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>

Ortonormalt bazisban [v] = .
(v, bn)

Bizonyitas
Ha v = \1b; + ...+ \,b,, akkor b;-vel skalarisan szorozva
<V, b,’> = )\1<b17 b,'> + ...+ )\n<bn, b,‘> =
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely ketté meréleges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>

Ortonormalt bazisban [v] = .
(v, bn)

Bizonyitas
Ha v = A\1by + ...+ \,b,, akkor b;-vel skalarisan szorozva
<V, b,’> = )\1<b17 b,’> + ... 4 )\n<bn, b,‘> = /\,'<b,', b,‘> =
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Ortonormalt bazis

Definicié (F8.1.4. Definicid)

A by, ..., b, ortonormalt bazis, ONB R"-ben, ha bazis,
mindegyik b; hossza 1, és barmely ketté meréleges.

Képletben: || bi|| = 1 minden i-re, és (b;, bj) =0, ha i # j.

(Ez felel meg a szokasos, derékszogi koordinatarendszereknek.)

Allitas
<V7 b1>

Ortonormalt bazisban [v] = .
(v, bn)

Bizonyitas
Ha v = \1b; + ...+ \,b,, akkor b;-vel skalarisan szorozva
<V, b,’> = )\1<b17 b,’> + ...+ )\n<bn, b,‘> = /\,'<b,', b,‘> = ;. ]
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliggés.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliiggés. Halmazrendszer
legnagyobb, legsziikebb, maximalis és minimalis eleme.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliiggés. Halmazrendszer
legnagyobb, legsziikebb, maximalis és minimalis eleme.
Vektorrendszer rangja.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliiggés. Halmazrendszer
legnagyobb, legsziikebb, maximalis és minimalis eleme.
Vektorrendszer rangja. Alterek sszege.




Osszefoglalé Algebra2, normal 2. eldadas 24 / 24

A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektor koordinatai bazisban. Linearis fliiggés. Halmazrendszer
legnagyobb, legsziikebb, maximalis és minimalis eleme.
Vektorrendszer rangja. Alterek &sszege. Skalaris szorzat,
hossz, merélegesség.
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Alterek Gsszegének dimenzidja. Vektor koordinatai ONB-ben.
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