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Legyen T test, és értelmezzilk T"-en az
a1 b1 ar+ b
cool AR |leoa| = S
an bn an + bp

Osszeadast
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Legyen T test. A T folotti n magassagu oszlopvektorok az
ai
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alaka matrixok, ahol a1,...,a, € T. Ezek halmaza T".
Definicié
Legyen T test, és értelmezzilk T"-en az
a1 b1 ar+ b
cool AR |leoa| = S
an bn an + bp

Osszeadast és a A skalarral szorzast (A € T).
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Oszlopvektorok (ismétlés)

Definicié
Legyen T test. A T folotti n magassagu oszlopvektorok az
a1
dn
alaka matrixok, ahol a1,...,a, € T. Ezek halmaza T".
Definicié
Legyen T test, és értelmezzilk T"-en az
ai bl a + bl al
+ |...[| = ésA|...| =
dp bn dn + bn dn

Osszeadast és a A skalarral szorzast (A € T).
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Oszlopvektorok (ismétlés)

Definicié
Legyen T test. A T folotti n magassagu oszlopvektorok az
a1
an
alaka matrixok, ahol a1,...,a, € T. Ezek halmaza T".
Definicié
Legyen T test, és értelmezzilk T"-en az
a b1 a1+ b a Aay
P o P ésA|...| =|...
dn b, an+ b an Aan

képletekkel az Gsszeadast és a A skalarral szorzast (A € T).
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Oszlopvektorok (ismétlés)

Definicié
Legyen T test. A T folotti n magassagu oszlopvektorok az
a1
an
alaka matrixok, ahol a1,...,a, € T. Ezek halmaza T".
Definicié
Legyen T test, és értelmezzilk T"-en az
al b1 a1+ by ai a1
P o P ésA|...| =|...
dn b, an+ b an Aan

képletekkel az Gsszeadast és a A skalarral szorzast (A € T).
Azaz dsszeadni és skalarral szorozni komponensenként kell.
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)
Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)
Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra
(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).
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Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra
(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

A nullvektor
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Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra
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(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

A nullvektor 0 =
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Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra
(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

A nullvektor 0 =
0
(minden komponens T nulleleme)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

A nullvektor 0 =
0
(minden komponens T nulleleme)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

A nullvektor 0 = és az ellentett:

0
(minden komponens T nulleleme)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

O ail
; a

A nullvektor 0 = és az ellentett: — | “2 | =
0 an

(minden komponens T nulleleme)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

0 a —ai

§ a =@

A nullvektor 0 = és az ellentett: — | “2 | = 2
O dn —dn

(minden komponens T nulleleme)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

0 a —ai

§ a =@

A nullvektor 0 = és az ellentett: — | “2 | = 2
0 an —an

(minden komponens T nulleleme) (komponensenkénti ellentett)
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Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) u+ v = v+ u (az sszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).
(4) u

4) u+ (—u) = (—u)+ u=0 (—u az u ellentettje).
O ail —di
L a2 —az
A nullvektor 0 = és az ellentett;: — =
0 an —an

(minden komponens T nulleleme) (komponensenkénti ellentett)




Vektortér Algebra2, normal 1. eldadas 6 /24

A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra




Vektortér Algebra2, normal

A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)
Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) (A4 p)u = Au+ pu.

1. el8adas
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) (A4 p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).
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Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.

o T[x] polinomjai:
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.

@ T[x] polinomjai: A(ag + ...+ anx")=(Aag) + ...+ (Aan)x".
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.

@ T[x] polinomjai: A(ag + ...+ anx")=(Aag) + ...+ (Aan)x"

@ Valés fliggvények (a pontonkénti miiveletekre):
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1-

8 u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.

@ T[x] polinomjai: A(ag + ...+ anx")=(Aag) + ...+ (Aan)x"

@ Valés fliggvények (a pontonkénti miiveletekre):

(f +&)(x) = f(x) + &(x)
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A skalarral szorzas tulajdonsagai

Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges u, v € T" vektorokra, és ), 11 skalarokra
(5) AN+ p)u = Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+Av.

(7) (Aw)u = A(uu).
(8) 1

8) 1-u=u (ahol 1 a T test egységeleme).

Tovabbi példak ilyen tulajdonsagt miveletekre.
@ A T ™M_beli matrixok.
@ T[x] polinomjai: A(ag + ...+ anx")=(Aag) + ...+ (Aan)x"

@ Valés fliggvények (a pontonkénti miiveletekre):

(F +8)(x) = f(x) + &(x) & (Af)(x) = A(f(x)).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok),
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).
V/ vektortér T folott, ha értelmezett a /-beli + dsszeadas,
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).
V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + dsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).
V/ vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor)
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definici6)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V/ vektortér T folott, ha értelmezett a /-beli + dsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (LETEZIK 0 nullvektor).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definici6)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V/ vektortér T folott, ha értelmezett a /-beli + dsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2)

(3) u+0=0+ u=u (LETEZIK 0 nullvektor).

(4) u+ (—u) = (—u)+u=0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).

u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V/ vektortér T folott, ha értelmezett a /-beli + dsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (LETEZIK 0 nullvektor).

(4) u+ (—u) = (—u)+u=0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).
(5)

5) (A + p)u= Au+ pu.
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Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (LETEZIK 0 nullvektor).

(4) u+ (—u) = (—u)+u=0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).
(5) (A +p)u=Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+ v,
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V vektortér T folott, ha értelmezett a V/-beli + Gsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).
2
3

()
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).
u+0=0+u=u (LETEZIK 0 nullvektor).
u+(—u)=(—u)+u=0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).
5) (A + p)u= Au+ pu.

6) Mu+v)=Au+ Av.

7) (Aw)u = A(pu).
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A vektortér fogalma

Definicié (F4.1.1. Definicio)

T test (elemei a skalarok), V' halmaz (elemei a vektorok).

V/ vektortér T folott, ha értelmezett a /-beli + dsszeadas,
tovabba a skalarral szorzas (skalarszor vektor = vektor) gy, hogy
tetszéleges u, v, w € V és A\, i € T esetén

(1) (u+v)+w=u+(v+ w) (az dsszeadas asszociativ).

(2) u+ v = v+ u (az dsszeadas kommutativ).

(3) u+0=0+ u=u (LETEZIK 0 nullvektor).

(4) u+ (—u) = (—u)+u=0 (LETEZIK —u, az u ellentettje).
(5) (A +p)u=Au+ pu.

(6) Mu+v)=Au+ v,

() (Aw)u = A(pu).

(8) 1-

u=u (ahol 1 a T test egységeleme).
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A sik és a tér vektorai

[smétlés

A vektorok iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak,
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A sik és a tér vektorai

[smétlés

A vektorok iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenlé hossziak
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A sik és a tér vektorai

[smétlés

A vektorok iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenl6 hossziiak és iranyaak.
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A sik és a tér vektorai

Ismétlés

A vektorok iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
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Ha A = (a, b, c), akkor OA jele is (a, b, c).
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kolcsondsen egyértelmi. Az OA az A pont helyvektora.

Ha A = (a, b, c), akkor OA jele is (a, b, c).

Tehat (a, b, c) nemcsak egy pont a térben, hanem térvektor is.
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Tehat (a, b, c) nemcsak egy pont a térben, hanem térvektor is.

A térvektorok az osszeadasra (paralelogrammaszabaly)
és a skalarral szorzasra vektorteret alkotnak (HF).
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Az A pont és az OA vektor kblt')tti megfeleltetés

kolcsondsen egyértelmi. Az OA az A pont helyvektora.

Ha A = (a, b, c), akkor OA jele is (a, b, c).

Tehat (a, b, c) nemcsak egy pont a térben, hanem térvektor is.

A térvektorok az osszeadasra (paralelogrammaszabaly)

és a skalarral szorzasra vektorteret alkotnak (HF).

A helyvektoroknal ezek a miiveletek a komponensenkénti
miiveleteknek felelnek meg. Ezért a térvektorok vektortere
,ugyanolyan”, mint az oszlopvektorok R* vektortere.
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Elemi kdvetkezmények

Tétel (F4.1.2. Tétel)
Legyen V vektortér a T test folott, A\ T, v e V.
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(4) V a kétszer kettes komplex matrixok C folétt.
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Definicié (F4.2.1. Definicio)
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ha maga is vektortér V' miiveleteire nézve.
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(1) V asik vektorai R fol5tt.
W az x-tengellyel parhuzamos vektorok.
Azaz W az x-tengely (a megfelels helyvektorok végpontjai).
(2) V =Q[x] a Q folstt.
W azok a polinomok, amelyeknek az 1 gyoke.
(3) V a valds fiiggvények R folott.
I/ a folytonos fliggvények.

(4) V a kétszer kettes komplex matrixok C folétt.
W/ a fels6 haromszogmatrixok.
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)
Legyen V vektortér a T test folott.
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Legyen V vektortér a T test folott.
A W C V nem lires részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha
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(1) W zart az Gsszeadasra,
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Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test folott.
A W C V nem lres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha
(1) W zart az Gsszeadasra,

azaz tetszéleges wi, wo € W esetén wy + wy € W.
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Legyen V vektortér a T test folott.
A W C V nem lres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha
(1) W zart az Gsszeadasra,

azaz tetszéleges wi, wo € W esetén wy + wy € W.

(2) W zart a skalarral szorzasra,
azaz tetszbleges A € T és w € W esetén \w € W/.
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Legyen V vektortér a T test folott.
A W C V nem lires részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha
(1) W zart az Gsszeadasra,

azaz tetszéleges wi, wo € W esetén wy + wy € W.
(2) W zart a skalarral szorzasra,

azaz tetszéleges A € T és w € W esetén \w € V.
Segitség: 0 = Ov, és az ellentett —v = (—1)v.

F4.2.15. és F4.2.12. Feladat, HF:

(1) Altér nulleleme ugyanaz, mint az eredeti vektortéré.
(2) Alterek metszete is altér.

(3) Keét altér unidja csak akkor altér, ha valamelyikiik
tartalmazza a masikat.
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hozzavenniink (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?
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Legyen V vektortér a T test folott és vi, vo,..., v, € V.
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F4.3.4. Tétel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
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(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és vq, vo,..., v, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=M\vi+... - \nvm € Ués \c T, akkor A\u € U, mert
Au=A)vi+ ...+ (A \m)Vim-
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=M\vi+... - \nvm € Ués \c T, akkor A\u € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=M\vi+... - \nvm € Ués \c T, akkor A\u € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=XAvi+...+Apvm € Ués \ e T, akkor A\u € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Ha vi,...,vy, € W, akkor A1Vi, oo, ..o, Amvm, € W,




Altér, generatorrendszer Algebra2, normal 1. eléadas 15 / 24

A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=XAvi+...+Apvm € Ués \ e T, akkor A\u € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Ha vi,...,vy, € W, akkor A1Vi, oo, ..o, Amvm, € W,

mert W zart a skalarral szorzasra.
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=XAvi+...+Apvm € Ués \ e T, akkor A\u € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Ha vi,...,vy, € W, akkor A1Vi, oo, ..o, Amvm, € W,

mert W zart a skalarral szorzasra. Ezért

AVi+ Aovo + ...+ Apvm € W,
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.

Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=MAvi+...+Apvm € Ués A€ T, akkor Au € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Ha vi,...,vy, € W, akkor A1Vi, oo, ..o, Amvm, € W,

mert W zart a skalarral szorzasra. Ezért

AMvi+ oo+ L Anv, € W, mert W zart az dsszeadasra.
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A tétel bizonyitasa

F4.3.4. Tetel: kiegészités

(vi,...,vm) a legsziikebb v, ..., vp,-et tartalmazé altér.
Azaz ha W altér és vq,..., vy € W, akkor (vi,...,vy,) C W.
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Bizonyitas

Legyen V vektortér a T test folott és v, vo, ..., vy, € V.

U= (v,...,Vmn) nem iires, mert 0 = Ovy + ...+ Ov,, € U.
Hau=MAvi+...+Apvm € Ués A€ T, akkor Au € U, mert
A= (A1)vi + ...+ (AMm)Vim. Igy U skalarral szorzasra zart.
Az bsszegre zartsag bizonyitasa hasonls, HF.

Ha vi,..., vy € W, akkor A\1vi, Xova, ... . A\pvim € W,

mert W zart a skalarral szorzasra. Ezért

AMvi+ oo+ L Anv, € W, mert W zart az dsszeadasra.
lgy (vi,...,Vn) minden eleme W-ben van.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)
Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges
A,y Am € T skalarokra
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges
A, ..., A\m € T skalarokra A\1vi +... +Apvm =0
CSAK UGY teljesiilhet,
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.
Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges
A, ..., A\m € T skalarokra A\1vi +... +Apvm =0
CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., A\m € T skalarokra A\1vi +... +Apvm =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., A\m € T skalarokra A\1vi +... +Apvm =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vq,..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., A\m € T skalarokra A\1vi +... +Apvm =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis v1, ..., v, akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen,
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis vi, ..., Vv akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis vi, ..., Vv akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.

Peéldaul 1, x, x? linearisan fiiggetlen R[x]-ben R folott,
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis vi, ..., Vv akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.

Peéldaul 1, x, x? linearisan fiiggetlen R[x]-ben R folott,
merthaa-1+b-x+c-x>=0
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis vi, ..., Vv akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.

Peéldaul 1, x, x? linearisan fiiggetlen R[x]-ben R folott,
mert ha a- 1+ b-x+ c-x?> =0 (a nullapolinom),
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis v1, ..., v akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.

Peéldaul 1, x, x? linearisan fiiggetlen R[x]-ben R folott,
mert ha a- 1+ b-x+ c-x?> =0 (a nullapolinom),
akkor minden egyiitthaté nulla,
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Linearis fliggetlenség

Definicié (Freud, 4.4. szakasz)

Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V.

Ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra \jvi +... + Apnv, =0

CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.

Egyébként a vi,..., v, € V vektorok linearisan Gsszefliggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis v1, ..., v akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.

Peéldaul 1, x, x? linearisan fiiggetlen R[x]-ben R folott,
mert ha a- 1+ b-x+ c-x?> =0 (a nullapolinom),
akkor minden egyiitthaté nulla, azaz a = b = ¢ = 0.
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az E] és a {g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az E] és a {g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

Valéban, 2 E] 4
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az E] és a {g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

Valsban, 2 E] 4+ (1) {‘6‘] _




Linearis fliggés és fiiggetlenség Algebra2, normal 1. eléadas 17 / 24

Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az E és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

Valsban, 2 E] +(-1) {‘6‘] _ m L
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

o4 ][4
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

o} 0[] ]+ [ [}
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f
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Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

17 / 24

Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

ufls
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

17 / 24

Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

]+ 2] -
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az 3 és a [g] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

17 / 24

Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

o = [+ =[5
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

4

Az g és a [6] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

bl = =l = B+
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

4

Az g és a [6] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az E] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

b = e ] = ]+ -
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

4

Az g és a [6] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az E] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4\, - 2A1 + 4
ol = Bl 3] = ]+ o) = [ vl
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az g és a [g] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az E] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4\, - 2A1 + 4
o) = o o]+ 3] = 5]+ [sv) = [on v

akkor 2\ +4X\> =0
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az g és a [g] € R? vektorok R foldtt linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az E] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4\, - 2A1 + 4
o) = o]+ = 3] = oh] + [sv) = [on v

akkor 2\1 +4X\> = 0 és 3\1 -5\, = 0.
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Peldak fliggésre és fliggetlenségre

Az g és a [g] e R? vektorok R folott linearisan Ssszefiiggenek.

w3 - [g [ - f

Az [g] és a E] c R? vektorok R folstt linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4\, - 2A1 + 4

o] = i+ 3] =[50+ s - [
akkor 2\1 + 4\, = 0 és 3\; + 5\, = 0. Ezt a homogén linearis
egyenletrendszert megoldva \; = \» = 0.
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

Legyen v; = . ,
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

a
Legyen v; = , Vo = )
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

aii ai2 aim
ani a2 an

Legyen v; — o ey Vi = mleTn,
anl an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

aii ai2 aim
ani a2 an

Legyen v; — o ey Vi = mleTn,
anl an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
apM+...+aimAm =0
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

aii ai2 aim
ani a2 an

Legyen v; — o ey Vi = mleTn,
anl an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
apM+...+aimAm =0
1AM+ ...+ amAm =0
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

aii ai2 aim
ani a2 an

Legyen v; — o ey Vi = mleTn,
anl an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
apM+...+aimAm =0
1AM+ ...+ amAm =0

amA +...+ammAm =0
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A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

a11 da12 dlm
ani an» ap

Legyen v; — o ey Vi = mleTn,
ani an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
apM+...+aimAm =0
AN+ ...+ amAn=0

amA +...+ammAm =0
homogén linearis egyenletrendszert adja
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Linearis fliggés és fiiggetlenség Algebra2, normal

A fiiggetlenség eldontése Gauss-eliminacioval

a11 da12 dlm

ani an» ap
Legyen v; — N Sy e = m

ani an2 dnm

Ekkor a A\1vi + Xovo + ...+ AV = 0 az
apM+...+aimAm =0
AN+ ...+ amAn=0

amA +...+ammAm =0

homogén linearis egyenletrendszert adja a A1, Ao, . ..
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Legyen V a legfeljebb masodfoka polinomok vektortere R folott.
Ebben {1, x, x?} bazis, mert minden V-beli polinom
egyértelmiien felirhaté o - 1 + 3 - x + 7 - x? alakban (a, 3,7 € R).

4
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Linearis egyenletrendszer az «, 3, 7 ismeretlenekre.
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(3) A C-ben, mint R feletti vektortérben az 1 és az /.
(4) A Tm*" vektortérben azok a matrixok,

melyeknek egyetlen eleme 1, a tobbi nulla
(ezeket a sorfolytonossag sorrendjében tekintjiik).

(5) A T[x] legfeljebb n-edfokia elemeibél all6 vektortérben
az (1,x,x2,...,x") bazis.
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Definicié (F4.6.1. Definicio)

AV vektortér bazisainak kozos elemszamat a tér
dimenziéjanak nevezziik. Jele dim V (vagy dimt V).

A sik kétdimenziés R folott.
dimT T" = n.
dimR C=2.

dimy T™*" = mn.

1
2
3
4

(1)
(@)
(3)
(4)
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