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Legyen V vektortér a T test fölött, λ ∈ T , v ∈ V .
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(6) Minden v vektorra (−1)v = −v (a v ellentettje).

Mintabizonyítás (5)-re

Ha λv = 0, de λ 6= 0, akkor létezik λ−1.
Így 0 = λ−10 = λ−1(λv) = (λ−1λ)v = 1v = v

A (8) vektortéraxióma miatt.
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Elemi következmények

Tétel (F4.1.2. Tétel)

Legyen V vektortér a T test fölött, λ ∈ T , v ∈ V .

(1) A V nulleleme egyértelműen meghatározott.

(2) Minden vektor ellentettje egyértelműen meghatározott.

(3) Minden v vektorra 0v = 0 (a bal 0 skalár, a jobb 0 vektor).

(4) Minden λ skalárra λ0 = 0 (itt 0 a nullvektor).

(5) Ha λv = 0, akkor λ = 0 vagy v = 0.

(6) Minden v vektorra (−1)v = −v (a v ellentettje).

Mintabizonyítás (5)-re

Ha λv = 0, de λ 6= 0, akkor létezik λ−1.
Így 0 = λ−10 = λ−1(λv) = (λ−1λ)v = 1v = v .
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Az altér fogalma

Definíció (F4.2.1. Definíció)

Legyen V vektortér a T test fölött.
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ha maga is vektortér V műveleteire nézve.
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(2) V = Q[x ] a Q fölött.
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W azok a polinomok, amelyeknek az 1 gyöke.
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W a folytonos függvények.

(4) V a kétszer kettes komplex mátrixok C fölött.
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Az altér fogalma

Definíció (F4.2.1. Definíció)

Legyen V vektortér a T test fölött. A W ⊆ V részhalmaz altér,
ha maga is vektortér V műveleteire nézve.

Példák

(1) V a sík vektorai R fölött.
W az x-tengellyel párhuzamos vektorok.
Azaz W az x-tengely (a megfelelő helyvektorok végpontjai).

(2) V = Q[x ] a Q fölött.
W azok a polinomok, amelyeknek az 1 gyöke.

(3) V a valós függvények R fölött.
W a folytonos függvények.

(4) V a kétszer kettes komplex mátrixok C fölött.
W a felső háromszögmátrixok.
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test fölött.
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Legyen V vektortér a T test fölött.
A W ⊆ V nem üres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha

(1) W zárt az összeadásra,
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test fölött.
A W ⊆ V nem üres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha

(1) W zárt az összeadásra,
azaz tetszőleges w1,w2 ∈ W esetén w1 + w2 ∈ W .
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(1) W zárt az összeadásra,
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Segítség: 0 = 0v ,
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test fölött.
A W ⊆ V nem üres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha

(1) W zárt az összeadásra,
azaz tetszőleges w1,w2 ∈ W esetén w1 + w2 ∈ W .

(2) W zárt a skalárral szorzásra,
azaz tetszőleges λ ∈ T és w ∈ W esetén λw ∈ W .

Segítség: 0 = 0v , és az ellentett −v = (−1)v .
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test fölött.
A W ⊆ V nem üres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha

(1) W zárt az összeadásra,
azaz tetszőleges w1,w2 ∈ W esetén w1 + w2 ∈ W .

(2) W zárt a skalárral szorzásra,
azaz tetszőleges λ ∈ T és w ∈ W esetén λw ∈ W .

Segítség: 0 = 0v , és az ellentett −v = (−1)v .

F4.2.15. és F4.2.12. Feladat, HF:

(1) Altér nulleleme ugyanaz, mint az eredeti vektortéré.
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(2) W zárt a skalárral szorzásra,
azaz tetszőleges λ ∈ T és w ∈ W esetén λw ∈ W .

Segítség: 0 = 0v , és az ellentett −v = (−1)v .

F4.2.15. és F4.2.12. Feladat, HF:

(1) Altér nulleleme ugyanaz, mint az eredeti vektortéré.

(2) Alterek metszete is altér.
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Az altér jellemzése

Tétel (F4.2.2. Tétel, HF)

Legyen V vektortér a T test fölött.
A W ⊆ V nem üres részhalmaz akkor és csak akkor altér, ha

(1) W zárt az összeadásra,
azaz tetszőleges w1,w2 ∈ W esetén w1 + w2 ∈ W .

(2) W zárt a skalárral szorzásra,
azaz tetszőleges λ ∈ T és w ∈ W esetén λw ∈ W .

Segítség: 0 = 0v , és az ellentett −v = (−1)v .

F4.2.15. és F4.2.12. Feladat, HF:

(1) Altér nulleleme ugyanaz, mint az eredeti vektortéré.

(2) Alterek metszete is altér.

(3) Két altér uniója csak akkor altér, ha valamelyikük
tartalmazza a másikat.
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Altér készítése

Kérdés

Adott egy v vektor a síkon.
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hozzávennünk (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?
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hozzávennünk (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?

A v skalárszorosait (azaz a λv vektorokat) be kell venni.
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A v skalárszorosait (azaz a λv vektorokat) be kell venni.
Ez elég, mert ezek halmaza zárt mindkét műveletre.

Ezek pont a v -vel párhuzamos vektorok, ha v 6= 0.
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Adottak az x és x2 polinomok R[x ]-ben.
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Altér készítése

Kérdés

Adott egy v vektor a síkon. Mely vektorokat kell
hozzávennünk (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?

A v skalárszorosait (azaz a λv vektorokat) be kell venni.
Ez elég, mert ezek halmaza zárt mindkét műveletre.

Ezek pont a v -vel párhuzamos vektorok, ha v 6= 0. A megfelelő
helyvektorok végpontjai egy origón átmenő egyenest alkotnak.

Adottak az x és x2 polinomok R[x ]-ben. Mely polinomokat kell
hozzávennünk (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?

Az ax + bx2 alakú polinomok már alteret alkotnak (a, b ∈ R).
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Generált altér

Tétel (F4.3.4. Tétel)

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
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Ekkor a λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm alakú vektorok,
ahol λ1, λ2, . . . , λm ∈ T , alteret alkotnak V -ben.
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A v1, . . . , vm vektorok neve: generátorok.
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A v1, . . . , vm vektorok neve: generátorok.
λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm a v1, . . . , vm egy lineáris kombinációja.
A λ1, . . . , λm ennek a lineáris kombinációnak az együtthatói.
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Ez a v1, v2, . . . , vm ∈ V által generált altér, jele 〈v1, v2, . . . , vm〉.

Elnevezések

A v1, . . . , vm vektorok neve: generátorok.
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Házi feladat (fizikából tudjuk)

Ha v és w nem párhuzamos síkvektorok, akkor
generátorrendszert alkotnak a sík vektorainak vektorterében.
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A tétel bizonyítása
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〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T ,



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U,



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.
Ha v1, . . . , vm ∈ W , akkor λ1v1, λ2v2, . . . , λmvm ∈ W ,



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.
Ha v1, . . . , vm ∈ W , akkor λ1v1, λ2v2, . . . , λmvm ∈ W ,
mert W zárt a skalárral szorzásra.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.
Ha v1, . . . , vm ∈ W , akkor λ1v1, λ2v2, . . . , λmvm ∈ W ,
mert W zárt a skalárral szorzásra. Ezért
λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm ∈ W ,



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.
Ha v1, . . . , vm ∈ W , akkor λ1v1, λ2v2, . . . , λmvm ∈ W ,
mert W zárt a skalárral szorzásra. Ezért
λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm ∈ W , mert W zárt az összeadásra.



Altér, generátorrendszer Algebra2, normál 1. előadás 15 / 24

A tétel bizonyítása

F4.3.4. Tétel: kiegészítés

〈v1, . . . , vm〉 a legszűkebb v1, . . . , vm-et tartalmazó altér.
Azaz ha W altér és v1, . . . , vm ∈ W , akkor 〈v1, . . . , vm〉 ⊆ W .

Bizonyítás

Legyen V vektortér a T test fölött és v1, v2, . . . , vm ∈ V .
U = 〈v1, . . . , vm〉 nem üres, mert 0 = 0v1 + . . .+ 0vm ∈ U.
Ha u = λ1v1 + . . .+ λmvm ∈ U és λ ∈ T , akkor λu ∈ U, mert
λu = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm. Így U skalárral szorzásra zárt.
Az összegre zártság bizonyítása hasonló, HF.
Ha v1, . . . , vm ∈ W , akkor λ1v1, λ2v2, . . . , λmvm ∈ W ,
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Lineáris függetlenség

Definíció (Freud, 4.4. szakasz)
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Lineáris függetlenség

Definíció (Freud, 4.4. szakasz)
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Példák függésre és függetlenségre

Az

[

2
3

]

és a

[

4
6

]

∈ R2 vektorok R fölött lineárisan összefüggenek.
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A függetlenség eldöntése Gauss-eliminációval

Legyen v1 =






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a11

a21

. . .

an1








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A függetlenség elemi tulajdonságai
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rendszert kapunk.
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(3) A C -ben, mint R feletti vektortérben az 1 és az i .
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(2) A T test feletti T n vektortérben azon e1, . . . , en vektorok,
melyekre ei -nek az i-edik komponense 1, a többi nulla.
Speciálisan T -ben, mint önmaga feletti vektortérben az 1.

(3) A C -ben, mint R feletti vektortérben az 1 és az i .

(4) A Tm×n vektortérben azok a mátrixok,
melyeknek egyetlen eleme 1, a többi nulla
(ezeket a sorfolytonosság sorrendjében tekintjük).

(5) A T [x ] legfeljebb n-edfokú elemeiből álló vektortérben
az (1, x , x2, . . . , xn) bázis.
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Minden vektortérben bármely két bázis elemszáma ugyanaz.
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(2) dimT T n = n.

(3) dimRC = 2.

(4) dimT Tm×n = mn.

(5) A T [x ] legfeljebb n-edfokú elemeiből álló vektortér
n + 1-dimenziós T fölött.



Összefoglaló Algebra2, normál 1. előadás 24 / 24

Az 1. előadáshoz tartozó vizsgaanyag
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A nyolc vektortéraxióma, nullelem, ellentett.
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A lineáris kombinációk alteret alkotnak, ez a legszűkebb,
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A függetlenség kiszámítása Gauss-eliminációval.
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