Az informatikus linearis algebra dolgozat C részének lehetséges kérdései

Az alabbi listdban azok az dllitdasok, tételek szerepelnek, melyeket a vizsgadolgozat C' részében
kérdezhetiink. Azok érnek 6 pontot, ahol a bizonyitds nehezebb dtletet vagy tobb tuddst igényel.
Tobbnyire 1 pontot lehet szerezni a tétel (vagy valamely relevans fogalom, segéddllitds) preciz
kimonddsdval. Ezeket az 1 pontos vdlaszokat dolt betdvel szedtiik.

Ko6nnyi (4 pontos) és nehezebb (6 pontos) kérdések

c st

1. Mondjuk ki a by, ..., b, vektorok lineéris fliggetlenségének definiciojat, majd bizonyitsuk be,
hogy ha B = {by,...,by} linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor minden linearis kombina-
ciojukkeént felirhato vektor egyértelmiien irhato f61 B-beli vektorok linearis kombinécidjaként.
(4 pont)

A vy,..., vy vektorrendszer akkor €s csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha csak a trividlis
linedris kombindcioja adja a nullvektort. Képletben: tetszdleges A1, Aa, ..., A\ € R esetén,

ha \vy + Aavo + - -« + A\ v = 0, akkor minden i-re A\; = 0.

Ha lenne egy vektor, melynek kétféle folirdsa is létezne: u = Zle Ab; = Zle 1ib;,
akkor a kétféle elgallitast egymésbol kivonva azt kapjuk, hogy 0 = Zle()\i —p;)b;. Haa
két elgallitas kiilonbozik, akkor valamelyik (A; — ;) egyiitthaté nem nulla, s ez ellentmond
a B linearis fliggetlenségének.

2. Tekintsiik az alabbi két fogalmat: a) egy vektorrendszer linearisan Osszefiiggs; b) egy vektor
linearisan fiigg egy vektorrendszert6l. Mondjuk ki azt az allitast, mely ezeket a fogalmakat
osszekapesolja, és bizonyitsuk is be az allitast. (4 pont)

Ha k > 2, akkor a vq,...,vy vektorrendszer akkor €és csak akkor linedrisan dsszefiig-
g0, ha létezik olyan i, hogy v, linedrisan figg a tébbi v; vektortdl (azaz el6all mint a
Vi,...,Vi_1,Vit1, ...,V vektorok linearis kombinacioja).

Tegyiik ol elGszor, hogy a megadott vektorrendszer linearisan Osszefiiggs. Ez azt jelen-
ti, hogy a nullvektornak van egy olyan Zle Aiv; = 0 elgallitasa, melynél valamelyik \;
egylitthato (pl. a A;)) nem 0. Ekkor a v;, kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombiné-
cidjaként, hiszen vi, = —(1/Ai) >, Ajvj. — A forditott irdnyhoz tegyiik 61, hogy v;,
linearisan fligg a tobbi v; vektortol, azaz v;, = ) iio 1V valamilyen pi; egytitthatokra.
De ekkor atrendezhetjiik a fonti egyenlGséget tigy, hogy minden vektor az egyenlGség azo-
nos oldalara kertiljon, s ekkor azt kapjuk, hogy a u;, = —1 valasztéssal: Zle wiv; = 0.
Ez nem trivialis linearis kombinacidja a v; vektoroknak, mert p;, = —1 # 0, tehat a
vektorrendszer linearisan Osszefliggd.
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3. Mondjuk ki és igazoljuk azt az allitast, mely arrdl szol, mi torténik, ha egy linearisan fliggetlen
ai,...,a; vektorrendszerhez hozzavéve a b vektort, az 4j, b6vebb ay, ..., a;, b vektorrendszer
méar Osszefliggévé valik. (4 pont)

Ha eqy linedarisan fliggetlen ay, ..., ay vektorrendszerhez hozzdvéve a b wvektort, a kapott
aiy,...,a, b vektorrendszer madr dsszefiiggd, akkor b linedrisan fiigg az ay, ..., ay vekto-

roktol (azaz elddllithato linedris kombindcidjukként).

A feltétel szerint ugyanis léteznek olyan Ay, ..., A\g, p egylitthatok, melyek koziil legalabb
az egyik nem nulla, és melyekre (Zle Aia;) + ub = 0. Itt azonban g nem lehet nul-
la, ellenkez6 esetben az a; vektorok mar onmagukban is elGélitanak a nullvektort nem
trividlis moédon, ez pedig ellentmond a lineéris fliggetlenségiiknek. Ha atrendezziik az
el6bbi egyenlGséget tgy, hogy a b vektort hagyjuk az egyik oldalon, akkor u-vel osztva
b= Zle(—/\i /p)a;, ami azt mutatja, hogy b linearisan fiigg az a; vektoroktol.

4. Mondjuk ki az R™-beli alterek fogalmanak a mitiveletekre vald zartsdggal vald definiciojat, majd
bizonyitsuk be, hogy R" két alterének metszete is altér. (4 pont)

W C R"™ pontosan akkor altér, ha nem tres (ekvivalens modon itt azt is megkéovetelhetjiik,
hogy a nullvektor benne van W-ben), tovdibbd wy, wy € W esetén wy + wo € W, valamint
weW és\eR esetén \w € W.

Tegyiik f6l, hogy Wi, Wy altér R™-ben. Ekkor a nullvektor mindkét altérnek eleme, igy
Wi N Wy nem iires. Ha wy, wo € W NWs, akkor mindkét ¢ indexre wy +wq € W (hiszen
W; altér), s ezért az Osszegvektor benne van a metszetben. Hasonloan, ha w € W N W,
és A € R, akkor WW; altér volta miatt Aw € WW; mindkét lehetséges ¢ indexre, igy Aw benne
van a metszetikben is.

5. Mondjuk ki és igazoljuk a véges generatorrendszer és a bazis létezésének kapcsolatarol szolo
tételt. (6 pont)

Ha egy {0} # U < R"™ altérben létezik véges generdtorrendszer, akkor van U-ban bdzis.
Sdt: minden véges generdtorrendszerbdl kivdlaszthato bazis.

Legyen G = {vy,..., vy} generatorrendszer. Ekkor ha G fiiggetlen, akkor készen vagyunk:
G bézis is U-ban. Specialisan ha k = 1, akkor {0} # U miatt v, # 0, tehat G fiiggetlen.
Ha G legalabb kételemii és linedrisan 6sszefiiged, akkor van olyan v;, amely fiigg a tobbi
vektortol, azaz el6all a tobbiek linearis kombinacidjaként. Ekkor azonban G\ {v;} is
generatorrendszer, hiszen minden linearis kombinacioban, ahol v; is szerepel, helyette
beirhatjuk az 6t elGallitdo kombinaciot. Ez azt jelenti, hogy a generatorrendszer elemszama
eggyel csokkent. Az eljarast sziikség esetén tobbszor is megismételhetjiik, amig fiiggetlen
rendszert nem kapunk: ekkor épp egy bézishoz jutottunk. (Megjegyzés: R™ barmely
alterében létezik véges generatorrendszer.)
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6. Mi a kapcsolat R" egy alterében a linearisan filiggetlen vektorrendszerek és az altér béazisai
kozott? Mondjuk ki és igazoljuk az ezzel kapcsolatos allitast. (6 pont)

Ha {0} # U < R", akkor létezik benne bdzis, sét, minden linedrisan figgetlen vektorrend-
szer kiegészithetd bdzissd.

Mivel R™-ben létezik n elemi generatorrendszer, és tudjuk, hogy minden fiiggetlen rend-
szer elemszama legfeljebb akkora, mint barmelyik generatorrendszeré, ezért R™-ben (és igy
U-ban is) egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer elemszama legféljebb n lehet. Legyen
most F = {ay,...,ar} C U tetszdleges linearisan fliggetlen vektorrendszer (ilyen van,
mert U # {0}). Nyilvan k£ < n. Ha van olyan b € U vektor, amellyel az F U {b} rendszer
tovabbra is linearisan fiiggetlen lesz, akkor egészitsiik ki a rendszert ezzel a vektorral. Igy
eggyel megnd a rendszer elemeinek a szama. Mivel ez a szam nem néhet n folé, a folya-
mat valamikor megakad, azaz van olyan F' O F filiggetlen vektorrendszer U-ban, melyet
nem tudunk tovabb bé&viteni gy, hogy fiiggetlen maradjon. Ez azt jelenti, hogy barmely
b € U vektorra a b mar linearisan fiigg F'-t6l, és igy F' generatorrendszer is U-ban, azaz
bézis.

7. Definialjuk az n x n-es egységmétrix fogalméat, és mondjuk meg, mi lesz az eredménye az egy-
ségmatrixszal valo szorzasnak. Igazoljuk az egységméatrixszal jobbrol vald szorzasra vonatkozo
osszefiiggést. (4 pont)

Az I, € R™™ egységmdtriz i-edik sordnak j-edik eleme 1, ha i = j, és 0 egqyébként (azaz a
féatloban 1-esek, a fddtlon kivil 0-k szerepelnek). Ugy is irhatjuk, hogy a mdtriz dltaldnos
eleme 9,5, ahol d;; a szokdsos Kronecker-szimbolum. Tetszdleges A € RFX" és B € R™™
mdtrizokra Al, = A és I,B = B.

Az Al, = A igazolasédhoz jelolje a,, az A matrix altalanos elemét. A szorzatmatrixban
az i-edik sor j-edik eleme a szorzas definicioja szerint ;[Al,]; = Y (a;d:;). Ebben az
Osszegben 0;; = 0 ha t # j, ezért csak az egyetlen a;;0,; = a;; tag marad meg.

8. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a méatrixok szorzatdnak transzponaltjara kimondott 6sszefiiggést.
(4 pont)

Ha A € R*** és B € R™", akkor (AB)T = BT AT,

A szorzat transzponaltjanak altalanos eleme ugyanis:
¢ ¢
il(AB)T]; = j[ABl; = 320y AL - o[Bli = 300 o[ BT]e - o[AT]; = i[BTAT];.

9. Mondjuk ki és igazoljuk a matrixok szorzatéanak oszloprangjara vonatkozo becslést. (6 pont)

Ha A € R*** és B € R, akkor po(AB) < po(A). (Igaz a po(AB) < po(B) becslés is.)

Az AB métrix oszlopai folirhatok az A oszlopainak linearis kombinacioiként. Ha ugyanis
A =lay,...,a/, a B matrix altalanos eleme pedig b,,, akkor az AB szorzatméatrix j-edik
oszlopa az alabbi médon is frhato: byja; + byjas + - - - + bgjae. Ez azt jelenti, hogy az AB
oszlopai mind benne vannak egy po(A) dimenzios altérben, igy az altaluk kifeszitett altér
dimenzi6ja sem lehet ennél nagyobb.
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10. Mondjuk ki és igazoljuk egy A € R¥*™ matrix jobb oldali inverzének létezésérdl szolo tételt.
(6 pont)

Egy A € R¥™ mdtriznak pontosan akkor van jobb oldali inverze, ha a mdtriz rangja

p(A) = k.
A-nak pontosan akkor 1étezik jobb oldali inverze, ha az AX = I matrixegyenletnek létezik
megoldasa. Ez viszont azzal ekvivalens, hogy az ey,..., e, € R trividlis bazisvektorok

elGallithatok az A oszlopainak linearis kombinacidjaként. Mivel az e; vektorok bézist
alkotnak R*-ban, az el6bbi feltétel azzal ekvivalens, hogy A oszlopvektorai generaljak az
egész RF teret, azaz hogy p(A) = k teljesiil.

11. Mondjuk meg, mi torténik egy négyzetes matrix determinénséval, ha az els6 sorédnak egy skalér-
szorosat hozzaadjuk a mésodik sorhoz (és az els6 sort valtozatlanul hagyjuk), majd igazoljuk az
allitast. A bizonyitas soran jelezziik a determinéns elemi tulajdonsagaira vonatkozo felhasznalt
allitasokat, ezeket nem kell bizonyitani. (6 pont)

Ha eqy A € R™"™ mdtrix elsd sordnak A-szorosdt hozzdadjuk a mdsodik sorhoz, a mdtrix
determindnsa nem vdltozik.

Jelolje a; az A méatrix i-edik sorat. Ekkor:

det[a;, as + A\aj, a3, ..., a,|T = detla;,as,a;3,...,a,]" + det[a;, \a;, a3, ..., a,
= det A + \det[a;,a;,as,...,a,]7 = det A +0.

Itt folhasznéljuk, hogy ha a matrix valamelyik sora két vektor Osszege, akkor a deter-

minans két determinéns Osszegeként irhatd fol; hogy sorvektorbol kiemelhetiink egy A

skalart; végezetiil hogy egy matrix determinansa 0, ha van két azonos sora.

12. Definialjuk n > 2 esetén a Vandermonde-determinéns V'(ay,...,a,) fogalmat, adjuk meg az
értékét, majd igazoljuk az errdl szolo tételt. (6 pont)

1 a @& ... af!
1 ay a2 ... ay!
Han > 2, akkor V(ay,...,a,)=1{. . =11 (aj —ay).
P 1<i<j<n
1 a, a2 ... a'!
Az allitast n-re vonatkozo indukcioval bizonyitjuk (n = 2-re az allitds nyilvan igaz).

Vonjuk ki az utolsé oszloptol visszafelé haladva mindegyik oszlopbdl a megel6z6 oszlop
ai-szeresét. Ezutén fejtsiink ki az els sor szerint, majd emeljiik ki a 7 — 1-edik sorbol
a; — a;-et minden j > 2-re. Képletben:

! 0 0 0
Viar,...,an) = 1 @2 - a1 CLZ(GQ.— ai) - a§—2(a? —a) _
1 ap—ay ap(a, —ai) ... a* %(a, —ay)
:V(a27...,an) H (aj_al)-
2<j<n

Itt most mar alkalmazhatjuk az indukcios hipotézist, hogy az allitast megkapjuk.
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13. Mondjuk ki és igazoljuk azt a tételt, mely egy matrix rangja, illetve a méatrix egyes részmat-
rixainak a determinansa kozott teremt kapcsolatot.(6 pont)

A € R esetén ha p(A) = r > 1, akkor A-nak van olyan v X r-es részmdtriza, melynek
determindnsa nem nulla, de minden (r + 1) x (r 4+ 1)-es részmdtriz determindnsa 0.

Ha A rangja r, akkor A-nak van r darab olyan oszlopa, amely linearisan fliggetlen. Vegyiik
azt az A} € RF*" részméatrixot, mely ezekbdl az oszlopokbol 4ll. Ennek a rangja is r, igy
az oszloprang és a sorrang egyenl@sége miatt van benne r darab linearisan fiigetlen sor.
Valasszuk ki ezeket a sorokat, hogy egy A; € R™*" részmétrixot kapjunk. Mivel ennek a
rangja is r, a determinansa nem nulla. Ugyanakkor barmely As € RO+ részmatrix
oszlopai 6sszefliggdk (hiszen az eredeti A-beli oszlopok sszefiiggsk), igy az As részméatrix
determinansa 0.

14. Mondjuk ki és igazoljuk egy matrix R feletti diagonalizdlhatosaganak sziikséges és elégséges
feltételét bizonyos fajta bazis létezése segitségével. (6 pont)

Egy A € R™™ madtrixz pontosan akkor diagonalizdilhato R felett — azaz pontosan akkor
létezik olyan S € R™ " invertdlhato mdtriz, melyre S*AS diagondlis alaki —, ha létezik
R™-ben az A sajatvektoraibol dllo bdzis.

Tegyiik fol el6szor, hogy létezik ilyen S, azaz S™'AS = D = [M\ey,...,\e,], ahol
A,y A € R, 68 eq,...,€, a szokisos egységvektorok. Szorozzuk mindkét oldalt bal-
r6l S-sel; azt kapjuk, hogy AS = SD. Ha az S matrix i-edik oszlopét s;-vel jeloljiik,
akkor az elébbi két matrix i-edik oszlopa: As; = S(\e;)) = \iSe; = A;is;. Ez azt je-
lenti, hogy S oszlopai sajatvektorai A-nak, s mivel S invertalhat6, az oszlopok bézist
alkotnak R"-ben. Azt kaptuk tehat, hogy létezik sajatvektorokbol allo béazis. — Meg-
forditva, ha létezik ilyen bazis, akkor ezeket egy S maétrix oszlopaiba berakva, egyrészt
egy invertalhato S matrixot kapunk, mésrészt az el6z6 szamolés azt mutatja, hogy ekkor
AS = [Ai181, ..., \usp] = SD, ahol D a \; sajatértékeket az atloban tartalmazo diagonéalis
matrix. Vagyis ilyenkor S71AS = D, azaz A diagonalizalhato R folott.

15. Definialjuk egy A € R™*"™ matrix jobb oldali sajatértékének fogalmat, majd igazoljuk, hogy az
A matrix A sajatértéki (jobb oldali) sajatvektorai a nullvektorral kiegészitve alteret alkotnak
R"-ben. (4 pont)

A € R jobb oldali sajdtértéke A-nak, ha van olyan 0 # v € R™ vektor, melyre Av = Av.
(Ilyenkor v-t a A-hoz tartozd (egyik) sajdtvektornak nevezhetjiik.)

Azt kell igazolnunk, hogy W) = {v € R" | Av = Av} < R™. Nyilvan 0 € W), igy W) nem
tires. Ha vy, vy € W), akkor A(vy+va) = Avy + Avy = Avy + Avy = A(vy + Vo), azaz W),
zart az Osszeadasra. Végil, ha v € W)y, és u € R, akkor A(uv) = pAv = p(Av) = A(pv),
vagyis W zart a skalarral valé szorzasra is.
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16. Definialjuk egy A maéatrix karakterisztikus polinomjat, majd mondjuk ki és bizonyitsuk be a
karakterisztikus polinom és a matrix jobb oldali sajatértékeinek kapcsolatarol szolo tételt.

(6 pont)

Egy A € R™™ mdtriz karakterisztikus polinomja az (A — I,\) mdtriz determindnsa, azaz
ka(N) = det(A — I,\). A karakterisztikus polinom valds gyokei megegyeznek a mdtrix
valos sajdtértékeivel.

Ao € R jobb oldali sajatértéke az A méatrixnak <=
létezik olyan 0 # v € R™ vektor, melyre Av = A\gv, azaz (A — [,\g)v = 0 <=
det(A —I,\) =0 <~
]€A()\0) - O <~
Ao € R gyoke a karakterisztikus polinomnak.

17. Definialjuk az R felett hasonlé matrixok fogalmat, majd mondjuk ki és bizonyitsuk be a hasonlo
méatrixok karakterisztikus polinomjara vonatkozo osszefiiggést. (6 pont)

Az A, B € R™"™ mdtrizok hasonlck R felett (ennek jele: A ~g B), ha van olyan S inver-
tdlhaté mdtriz, hogy A = ST1BS. Tétel mondja ki, hogy hasonlé mdtrizok karakterisztikus

polinomja eqyenld.
A karakterisztikus polinom, ill. a hasonlésag definici6janak, valamint a determinansok
szorzastételének folhasznalasaval azt kapjuk, hogy ha A és B hasonlok R felett, akkor:
ka(\) = det(A — I,\) = det(S™'BS — I,\) = det (S‘l(B — [n)\)S) =
= det S~ det(B — I,\)det S = det S~ det S - kp(\) = det(S™1S) - kp(\) =
=det I, - kg(\) = k().

18. Mondjuk ki valos euklideszi terekre a Cauchy-egyenlStlenséget, beleértve azt is, hogy mikor all
egyenlGség, majd bizonyitsuk belSle a valos euklideszi terekre vonatkoz6 haromszogegyenlGtlen-
séget. (A Cauchy-egyenlStlenséget nem kell bizonyitani.) (6 pont)

A Cauchy-egyenldtlenség: Legyen V wvalds euklideszi tér. Ekkor tetszdleges x,y € V' vek-
torokra |(x,y)| < ||x]| - [|yll, és egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha x,y linedrisan
osszefliggd.
A haromszogegyenlGtlenség azt mondja ki, hogy tetszéleges x,y € V vektorokra igaz:
Ix +y| < x|+ [ly]l- Mivel az egyenlétlenség mindkét oldala nemnegativ, ezzel ekviva-
lens allitéast kapunk, ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik:
I +yI* < (x| + Iyll)* =
(x+y,x+y) <xx)+2[x| -yl + (v.y) <
(x,%) + (X y) + (v, %) + {y,y) < xx) +2[x[| - [y + {y,y) <=
2(x,y) < 2|x[| - [lyll
Ez utébbi egyenléStlenség pedig nyilvanvaloan kovetkezik a Cauchy-egyenlGtlenséghbdl.
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19. Mondjuk ki és igazoljuk a szimmetrikus matrixok két, egymastol kiilonbo6z6 sajatértékd sajat-

;;;;;

Egy A € R™" szimmetrikus mdtriz kilonbozd sajatértékeihez tartozo sajatvektorok merd-
legesek eqymdsra.

Legyenek x,y € R" nullatol kiilonb6zd vektorok, melyekre Ax = Ax és Ay = py valamely
A\ # p sajatértékekre. Ekkor, kihasznalva, hogy AT = A, azt kapjuk, hogy:

Axy) = (Ax,y) = (Ax,y) = (Ax)Ty =x"ATy = (x, Ay) = (x, uy) = p(x,y).
Mivel A # p, ezért (x,y) = 0, vagyis x és y merdlegesek egymasra.

20. Definidljuk egy ¢ € Hom(R",R*) linearis leképezés magterét és képterét, majd igazoljuk, hogy
mindkét halmaz altér a megfelels vektortérben. (4 pont)

Kero={x € R"|p(x) =0}, é¢s Imp ={y € R¥|Ix € R" p(x) =y}
©(0) = ¢(0-0) = 0p(0) = 0 miatt Ker ¢ nem iires. Ha x;,x5 € Ker ¢, akkor

p(x1 +x2) = p(x1) + (x2) =0+ 0=0,
tehat Ker ¢ zart a vektorok Osszeadasara. Végezetiil ha x € Ker g, akkor tetszéleges
A € R szamra p(Ax) = Ap(x) = A -0 = 0. Tehat Kerp < R™. — Hasonloképpen,
©(0) = 0 miatt 0 € Zm ¢, tehat a képtér nem iires. Ha o(x1) = y1 és ¢(x2) = yo, akkor

©(x1 + X2) = y1 + ¥2, tehat a képtér zart az Osszeadéasra. Végezetiil, ha p(x) =y, akkor
©(Ax) = Ny, tehat Zm ¢ < R¥.

21. Mondjuk ki a ¢ € Hom(R",R") linearis transzformaci6 sajatértékeinek segitségével megfogal-
mazva annak egy elégséges feltételét, hogy ¢-nek létezzen sajatvektorokbol allo bazisa, majd
mondjuk ki és bizonyitsuk be az idevago tételt bizonyos sajatvektorok fiiggetlenségérsl.

(6 pont)

Ha a ¢ € Hom(R™,R") linedris transzformdcionak létezik n darab (tehdt a tér dimenzio-
javal megegyezd szamii) kilonbozd sajatértéke, akkor létezik sajatvektorokbdl dllé bazis.

A bizonyitashoz az alabbi tételt fogjuk felhasznalni: Ha a fenti linedris transzformdcionak
A1y ooy Mg Klilonbo20 sajdtértéker és v, . .., Vi eqy-eqy, a N;-knek megfeleld sajdtvektor, ak-
kor a megadott sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek. A bizonyitast k-ra vonatkozoé indukci-
oval végezziik. A k = 1 eset igaz, mert sajatvektor nem a nullvektor. Foltehets tehét, hogy

Vi,...,Ve_1 linearisan fiiggetlen. Ha vy hozzavételével a rendszer Gsszefiiggévé valik, ak-
kor vy fiigg a korabbi sajatvektoroktol, azaz vy = Zf;ll a;v;. Alkalmazzuk az egyenlGség

mindkét oldalara a ¢-t. Azt kapjuk, hogy o(vy) = A\pvg = Zi.:ll a;p(v;) = Zi.:ll QA V5.

Ugyanakkor A\yvi-nak létezik egy masik elGalllitasa is, amit ugy kapunk, hogy a vy eld-
allitasat szorozzuk Ap-val: A\pvy = Z;:ll o; A\ v;. A masodik elsallitasbol kivonva az els6t
az adodik, hogy 0 = Zf;l a;(Ax — A\;j)v;, és mivel az itt szereplé vektorok az indukcids
feltétel szerint linearisan fiiggetlenek, ezért «;(Ar — A;) = 0 minden i-re. Mivel azonban
M — A #0, ha k #4, ezért a; = 0 minden 1 < i < k—1-re. Ez viszont ellentmond annak,
hogy v; nem a nulvektor. — Ebbd&l k£ = n-re a tétel trivialisan kovetkezik.




Informatikus linearis algebra: a C rész kérdései

22. Mondjuk ki és igazoljuk a lineéris leképezésekre vonatkozo dimenzioosszefiiggést. (6 pont)

Ha ¢ € Hom(Vy, Vs) és dim Vi wvéges, akkor dim V) = dim Ker ¢ + dimZm .

Legyen uy, ..., u; bazisa Ker p-nek, s egészitsiik ki ezt az uy1, ..., u, vektorokkal V; egy
béazisava. Megmutatjuk, hogy p(ugi1),. .., ¢(u,) bazis Zm ¢-ben. (Ebbdl mar kovetkezik
a dimenzioosszefiiggés.) Legyen ugyanis y € Zm ¢ tetsz6leges vektor; tehat y = op(x)
valamilyen x € Vi vektorra. Ekkor x = > "  a;u; valamilyen o; egyiitthatokkal, és
gy y = o(x) = D1 asp(ug) = Y0, 4 apo(uy), hiszen p(u;) = 0 minden 1 < i < k-ra.
Azt kaptuk tehét, hogy ¢(ugi1), ..., ¢(u,) generatorrendszer Zm p-ben. Most igazoljuk a
vektorok linearis fliggetlenséget. Ha Y 7", | cup(w;) = 0, akkor o(3 7, | ayu;) = 0, azaz
Yo ir iy € Ker. De akkor ugyanez a vektor el6all az uy, ..., u; vektorok linearis
kombinacidjaként is, hiszen ezek Ker ¢ egy bazisat alkotjak. Viszont az u;-k linearisan
fliggetlenek, ezért a feliras egyértelmiisége miatt minden a; = 0.




