Az informatikus linearis algebra dolgozat B részének lehetséges kérdései

Az alabbi listaban azok a definiciok és dllitasok, tételek szerepelnek, melyeket a vizsgadolgozat
B részében kérdezhetiink. A wdlaszokndl zdrojelben néhol magyardzo megjeqyzések is vannak,
ezeket nem kell leirni a teljes pontszam eléréséhez.

. Mit jelent az, hogy egy W C R" részhalmaz altér?

W C R™ altér R"-ben, ha: 1) W nem tires; 2) a,b € W esetén a+ b € W (azaz W zart
az Osszeadasra); 3) a € W és A € R esetén \a € W (azaz W zart a skalarral szorzasra).
(Ahelyett, hogy W nem {ires, azt is irhatjuk, hogy 0 € W.)

. Definialjuk, mit jelent az, hogy a vi,..., vy € R" vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

A vq,..., v, vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fliggetlen, ha csak a trivialis
lineéris kombinacidja adja a nullvektort. Képletben: tetszéleges A1, Ag, ..., Ax € R esetén,
ha A\1vi 4+ X\ovy + - - + Ap vy, = 0, akkor minden i-re \; = 0.

. Mit jelent az, hogy a vi,..., vy € R" vektorrendszer linearisan Gsszefligg6? A valaszban ne
hivatkozzunk a lineéris fiiggetlenség fogalmara.

A vy, ..., vy vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan Gsszefliggd (azaz nem linearisan
fiiggetlen), ha léteznek olyan A, Ag,..., Ay € R nem mind nulla szamok, melyekre

)\1V1 -+ )\QVQ + -4 )\ka = 0)

. Mit jelent az, hogy egy v vektor linearisan fligg az a;,...,a, € R"” vektoroktol?

Azt jelenti, hogy v felirhaté a;,...,a; linearis kombinacidéjaként, azaz léteznek olyan
A1, Ag, ..., Ak € R skalarok, melyekre v = \ja; + Asag + - - - + A\pa,.

. Jellemezziik egy ay, ..., a; € R" vektorrendszer linearis Osszefiiggségét a linearis fliggés fogal-
maval.

Egy aj,...,a; € R" vektorrendszer (k > 2 esetén) pontosan akkor linearisan 6sszefiiggd,
ha valamelyik ¢-re a; linearisan fiigg az ay,...,a;_1,a;41, ..., a, vektoroktol.

. Definidljuk egy V' < R™ altér bazisanak fogalmét.

Egy by, ..., br € V vektorrendszert akkor mondunk a V' < R™ altér bazisdnak, ha lineari-
san fiiggetlen, és V' minden vektorat elGallithatjuk a b; vektorok linearis kombinaciojaként.
(A linearis fliggetlenség helyettesithetd azzal a feltétellel, hogy ez a feliras egyértelmt, az
elgallithatosag pedig azzal, hogy generatorrendszerrsl van sz0.)
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Informatikus linedris algebra: a B rész kérdései

Definialjuk egy a € V' < R"™ vektor koordinatavektorat a V' egy by, ..., b, bazisaban folirva.

A1
Az a vektor koordinatavektora pontosan akkor [a]p, b, = | i |, haa= Abi+---+X;by.
Ak

Egy A C R” vektorhalmaz esetén adjuk meg az A altal generalt altér egy jellemzését.

Az A altal generélt altér azokbol az R™-beli vektorokbol &ll, amelyek elGallnak A-beli
vektorok linearis kombinaciéiként, azaz amelyek linearisan fiiggnek az A-beli vektoroktol.
Ez a halmaz megegyezik az A-t tartalmazoé R"-beli alterek metszetével.

Mondjuk ki a linearisan fliggetlen rendszerek és a generatorrendszerek elemszamét dsszehason-
1it6 tételt (ez a kicserélési tétel egyik része).

Minden lineérisan fliggetlen rendszer elemszama legfeljebb akkora, mint barmelyik gene-
ratorrendszer elemszama.

Definialjuk egy V' < R™ altér dimenzidjat, dim V-t.

dimV a V egy bazisanak elemszama, illetve 0, ha V' = {0}. (Ez a definici6 azért értelmes,
mert barmely két bézis elemszama egyenld.)

Definialjuk egy vy,..., vy € R" vektorrendszer rangjat, r(vy, ..., vg)-t.

r(vi,...,vy) = dimSpan(vy, ..., vy), azaz egy vektorrendszer rangja megegyezik az altala
generalt (kifeszitett) altér dimenziojaval.

Adjuk meg képlettel két matrix, A € R¥*¢ és B € R™" szorzatdban, AB-ben az i-edik sor j-edik
elemét, ;[AB];-t. Azt is mondjuk meg, ¢ és j milyen értékére létezik ez az elem.

Ha 1<i<keésl<j<n,akkor [AB]; =) ,[A],-[B];.

t=1

Mondjunk ki két, a matrixok transzponalasat a tobbi szokasos matrixmiivelettel 6sszekapcsold
Osszefiiggést.

A,BerRM" = (A+B)" = A" + BT
AER,AER™ = (MA)T = AT
Ac R B er”" = (AB)" = BT AT
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Informatikus linedris algebra: a B rész kérdései

Definialjuk egy A € RF*™ matrix oszloprangjat, illetve sorrangjat, po(A)-t és ps(A)-t.

Ha ai, ..., a, € R* a matrix oszlopai, akkor po(A) = r(ay,...,ay), azaz az oszloprang az
oszlopok rendszerének rangja (vagyis az oszlopok altal generalt altér dimenzioja.)
Analég modon, a méatrix sorrangja a sorok altal generalt altér dimenzidja, vagy méskép-

pen: ps(A) = po(AT).

Mondjuk ki a matrixok szorzatanak oszloprangjara vonatkozé becslést.

Ha létezik az AB maétrixszorzat, akkor po(AB) < po(A). (Igaz a po(AB) < po(B)
becslés is.)

Mit neveziink egy A € R™*™ matrix jobb, illetve kétoldali inverzének?

Az AY) € R™™ matrix jobb oldali inverze A-nak, ha AAY) = I, ahol I, az n x n-es
egységmatrix. A~1 € R™*" kétoldali inverze A-nak, ha jobb oldali és bal oldali inverze is
A-nak, azaz AA™' =1, és A~'A = I,. (Ez utobbi létezése esetén m = n.)

A métrixrang fogalméanak folhasznaldsaval mondjuk ki annak sziikséges és elégséges feltételét,
hogy az A € R™"™ maétrixnak létezzen jobb oldali inverze.

Az A € R™™ matrixnak pontosan akkor létezik jobb oldali inverze, ha p(A) = n, azaz a
matrix rangja megegyezik a sorainak a szamaval.

Definialjuk a geometriai vektorok skaléris szorzatanak fogalmét a vektorok hosszanak és szogé-
nek segitségével.

Jelolje |a| az a geometriai vektor hosszat, y(a,b) pedig az a és b geometriai vektorok
hajlasszogét. Ekkor az a és b skalaris szorzata ab = |a| |b| cos~y(a, b).

Definialjuk a geometriai vektorok vektorialis szorzatanak fogalmat.

Jelolje |a| az a geometriai vektor hosszat, vy(a,b) pedig az a és b geometriai vektorok
hajlasszogét. Ekkor az a és b vektorialis szorzata az az a X b-vel jelolt vektor, melyre:
1) |lax b| = |a||b|siny(ab); 2) a x b L a,b; 3) ha |ax b| # 0, akkor a,b,a x b
jobbrendszert alkot.

Mondjuk ki a geometriai vektorokra vonatkozo kifejtési tételt.

Ha a, b, ¢ geometriai vektorok, akkor (a x b) x ¢ = (ac)b — (bc)a.

Mondjuk ki a geometriai vektorokra vonatkozo felcserélési tételt.

Ha a, b, c geometriai vektorok, akkor (a x b)c = a(b x c).
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Informatikus linedris algebra: a B rész kérdései

Definialjuk a geometriai vektorok vegyesszorzatanak fogalmat.

Ha a, b, ¢ geometriai vektorok, akkor a vegyesszorzatuk az (a x b)c skalar.

Adjuk meg az A maéatrix determinansat definialo képletet. Mit jelent ebben az I(iy,...,1,)
kifejezés?

air ... Qip

Legyen A= | : : | € R™*". Ekkor det A = Z (=1)H@0sin) g gy - - g, -
Apl  --- Qpn H;’;

Itt az Osszegezés az {1,2,...,n} szamok minden permutéciojara torténik, I(iy,...,1d,)

pedig az adott permutécié inverzidinak a szamat jeloli.

Mondjunk ki egy olyan feltételt, mely ekvivalens azzal, hogy az A € R™*" matrix determinansa
nem nulla.

det A#0 <= p(A) =n <= A oszlopai (sorai) linearisan fiiggetlenek <= JA™!

Mit értiink az A € R™™ maétrix i-edik soranak j-edik eleméhez tartozo elGjelezett aldetermi-
nanson, A;;-n?

Hagyjuk el az A méatrix i-edik sorat és a j-edik oszlopat; az igy kapott (n—1) x (n —1)-es
métrixot jelolje B;;. Ekkor a keresett elGjelezett aldeterminéns: A;; = (—1)"*7 det B;;.

Adjuk meg képlettel az A € R"*™ méatrix determinansanak i-edik sora szerinti kifejtését. A mat-
rix elemeit, illetve elGjelezett aldeterminansait a;;, ill. A;; jeloli.

det A = Z CLijAz‘j.
j=1

Legyenek az A € R™*™ métrix oszlopvektorai ay, ..., a,, és legyen b € R” tetsz6leges. Mondjuk
ki az Ax = b linearis egyenletrendszerre vonatkozo Cramer-szabalyt, és fogalmazzuk meg, mi
a feltétele annak, hogy ez alkalmazhato legyen.

det A # 0 esetén az egyenletrendszernek egyértelmd megoldésa van. Ha z; jeloli az x
det[al, cees A4, b7 Ajt1, .- ,an]

megoldasvektor j-edik komponensét, akkor x; = det] I
evay,...,a;-1,a5,dj41,...,4an

(A szabaly tehat csak akkor alkalmazhato, ha ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen,
és az egyenletrendszer matrixanak determindnsa nem nulla.)
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Informatikus linedris algebra: a B rész kérdései

Definialjuk a Vandermonde-determinéans fogalmét, és mondjuk ki az értékére vonatkozo allitast.

1 a @ ... a!
-1
) 1 ay a3 ... ay
a,...,a, ER, n>2esetén V(ay,...,a,)=1|. . | | = H (aj — a;).
S : 1<i<j<n
2 n—1 - -
1 a, a; ... a,

Mondjuk ki a méatrix rangja és a matrix egyes részmétrixainak determinansa kozotti 0sszefiig-
gésrél szolo tételt.

Legyen A € R¥*" melynek rangja r > 1. Ekkor A-nak van olyan r x r-es részmatrixa,
amelynek determinansa nem nulla, de minden (r41) X (r+1)-es részmétrix determinansa 0.

Mondjuk ki a determinansokra vonatkozo szorzastételt.

Ha A, B € R™" tetsz6leges matrixok, akkor det(AB) = det A - det B.

Mit jelent, hogy két négyzetes matrix hasonlo R f6lott?

R™ ™ hasonlok R folott, ha létezik olyan invertalhatdé S € R™ ™ matrix, melyre

A B e
B = S71AS. Ezt éltalaban A ~p B jeldli.

Mikor mondjuk egy métrixra, hogy diagonalizalhato R felett?

Egy A € R™" négyzetes matrix diagonalizédlhatd R felett, ha hasonlé R felett egy dia-
gonalis matrixhoz, azaz létezik olyan S invertalhato, ill. D diagonalis matrix R™*"-ben,
hogy D = S7tAS.

Definialjuk egy méatrix jobb oldali sajatvektoranak a fogalmaét.

Legyen A € R™ " tetszbleges négyzetes matrix. Egy x € R” vektort az A métrix jobb
oldali sajatvektoranak neveziink, ha: 1) x # 0; 2) létezik \g € R szam, melyre Ax = \ox.

Definialjuk egy matrix jobb oldali sajatértékének a fogalmét.

Legyen A € R™*" tetszGleges négyzetes matrix. Egy Ao € R szdmot az A métrix jobb oldali
sajatértékének neveziink, ha van olyan x € R™ vektor, melyre 1) x # 0; 2) Ax = A\gx.

Mondjuk ki egy valos elemt matrix R feletti diagonalizalhatosidgénak sziikséges és elégséges
feltételét a sajatvektorok fogalméanak folhasznalésaval.

Egy A € R™™ matrix pontosan akkor diagonalizalhato R felett, ha létezik A sajatvekto-
raibol all6 bazis R™-ben.
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Informatikus linedris algebra: a B rész kérdései

Definidljuk az A € R™*™ matrix \g (jobb oldali) sajatértékéhez tartozo sajatalterének fogalmat.

Wy, = {x € R"| Ax = \ox} a A\o-hoz tartozo sajataltér. (Vagyis Wy, a ¢ sajatértékd
sajatvektorok halmaza, kiegészitve a nullvektorral.)

Definialjuk egy négyzetes matrix karakterisztikus polinomjénak fogalmét.

Egy A € R™" matrix karakterisztikus polinomja k4 (\) = det(A—1I,)), ahol [,, az n X n-es
egységmatrix.

Mondjuk ki a hasonl6 matrixok karakterisztikus polinomjara vonatkozo allitast.

Ha A, B € R™" hasonlok R felett, akkor ka(\) = kg()).

Definialjuk a komplex euklideszi tér fogalmat.

Legyen V' vektortér C folott. V-t komplex euklideszi térnek nevezziik, ha adva van egy
(x,y) : V x V — C leképezés, melyre minden x,y,z € V és A € C esetén:

(1) (y.x) = (x,y); -

(2) O, y) = Alx,y) (6 (xAy) = Xx,y)):

E3§ §X+y, z) = (x,2) + (y,2) (& (x,y +2) = (x,y) + (x,2));

4

X, X) mindig valos és nemnegativ, tovabba csak akkor 0, ha x = 0.

Definialjuk az x vektor normajat egy euklideszi térben.

Ha V' valos vagy komplex euklideszi tér, akkor tetszéleges x € V' vektorra ||x|| = /(x, x).

Mondjuk ki az euklideszi terek vektoraira vonatkozd haromszog-egyenlétlenséget.

Ha V valoés vagy komplex euklideszi tér, akkor tetszéleges x,y € V' vektorokra:

I+ yll < [l + [lyll -

Mondjuk ki a valos vagy komplex euklideszi terekre vonatkozd Cauchy-egyelGtlenséget, valamint
azt, hogy mikor all ebben egyenldség.

Ha V valés vagy komplex euklideszi tér, akkor tetszdleges x,y € V vektorokra teljesiil,
hogy |(x,¥)| < ||x]|-]|y|l, és egyenldség akkor és csak akkor all fonn, ha az x és y vektorok

linearisan Osszefliggdek (azaz parhuzamosak).

Definialjuk egy V' euklideszi tér ortonormalt bézisanak a fogalmat.

Az ey, ..., e, € V vektorokbol all6 rendszert ortonormalt bazisnak nevezziik a V' euklideszi
térben, ha: 1) bazist alkotnak V-ben; 2) az e; vektorok paronként merdlegesek, azaz i # j

esetén (e;,e;) = 0; és 3) a vektorok normaltak, azaz ||e;|| = 1 minden 1 < i < n-re.
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Mondjuk ki a valos szimmetrikus méatrixokra vonatkozo spektréltételt (azaz f6tengelytételt).

Egy A € R™"™ matrix esetén pontosan akkor létezik A sajatvektoraibol &llé ortonormalt
béazis R"-ben (azaz A pontosan akkor diagonalizalhato R f6l6tt ortonorméalt bazisban), ha
az A matrix szimmetrikus (azaz AT = A). (Ilyenkor az A sajatértékei mind valosak.)

Definialjuk egy A € R™*" valds szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alakot.

Az A-hoz tartoz6 kvadratikus alak az a @ : R" — R fiiggvény, melyre Q(x) = x! Ax.

Mondjuk meg, mit jelent az, hogy az A € R™*" szimmetrikus métrixhoz tartozé @ kvadratikus
alak pozitiv definit, és jellemezziik ezt az esetet az A sajatértékei segitségével.

(-t akkor nevezziik pozitiv definitnek, ha minden 0 # x € R" vektorra Q(x) > 0.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha az A matrix minden sajatértéke pozitiv.

Mondjuk meg, mit jelent az, hogy az A € R™*™ szimmetrikus matrixhoz tartozé @) kvadratikus
alak negativ definit, és jellemezziik ezt az esetet az A karakterisztikus sorozata segitségével.

(-t akkor nevezziik negativ definitnek, ha minden 0 # x € R™ vektorra Q(x) < 0. Ez
pontosan akkor teljesiil, ha az A karakterisztikus sorozata jelvalto.

(Az A matrix A, ..., A, karakterisztikus sorozatanak k-adik tagja az A bal fols§ sarkdban
16v6 k x k-as részméatrix determinansa, illetve A, = 1.)

Mit értiink linearis leképezés (vagy vektortér-homomorfizmus) alatt?

Egy ¢ : R — R leképezést linearis leképezésnek vagy vektortér-homomorfizmusnak ne-
vezlink, ha: 1) minden x,y € R” vektorparra p(x+y) = p(x)+¢(y) (azaz ¢ Osszegtarto),
és 2) minden x € R” vektorra és A € R skalarra p(Ax) = Ap(x) (azaz ¢ skalarszorostarto).
(E linearis leképezések halmazat Hom(R™,R™) jeloli.)

Mondjuk ki a linearis leképezésekre vonatkozo egyértelmii kiterjesztési (méas néven elGirhatosagi)
tételt.

Ha ey, ..., e, bazis R™-ben és vy, ..., v, tetsz6leges vektorok R™-ben, akkor pontosan egy
olyan ¢ : R" — R vektortér-homomorfizmus van, melyre ¢(e;) = v; minden 1 < i < n-re.

Legyen ¢ : R™ — R™ linearis leképezés, tovabba ey, ..., e, és fi,... f, egy-egy bazis az R",
illetve az R™ vektorterekben. Definialjuk ¢ matrixat ebben a béazisparban.

()" = llp(en)le .. [(en)]e]
(Azaz ¢ métrixa az e, f bazisparban az az m X n-es méatrix, melynek j-edik oszlopa a

¢(e;) vektor koordinatavektora az f bazisban.)
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Definialjuk egy linearis leképezés mag-, illetve képterének fogalmat.

Ha ¢ € Hom(R™,R™), akkor:

a p leképezés magtere:  Kerp = {x€R"|p(x)=0};
a @ leképezés képtere: Ime = {y€eR"|IXER" p(x)=y}.

(Ez is megfelel: Zm ¢ = {p(x) € R |x € R"}.)

Mondjuk ki a linearis leképezésekre vonatkoz6 dimenzidosszefiiggést.

Ha ¢ € Hom(R™,R™), akkor dim Ker ¢ + dimZm ¢ = dimR"(= n).

Definialjuk egy lineéris transzformécié sajatvektoranak fogalmat.

Legyen ¢ € Hom(R™,R") linearis transzformaci6. Az x € R" vektort a ¢ sajatvektoranak
nevezziik, ha: 1) x # 0; 2) létezik olyan Ay € R, hogy ¢(x) = Aox.

Mondjuk ki sajatvektorok fiiggetlenségének egy elégséges feltételét a megfelel§ sajatértékek
segitségével.

Ha ¢ € Hom(R",R™), tovabba x1,...,x; € R" sajatvektorok, melyekhez paronként kii-
16nb6z6 sajatétértékek tartoznak, akkor az x; vektorok linearisan fiiggetlenek.
(Ennek segitségével adhato elégséges feltétel sajatvektorokbol allo bazis 1étezésére.)

Ha ¢ € Hom(U,V), illetve ¢» € Hom(V, W), akkor hogyan irhato fel a 1y szorzatleképezés
matrixa a ¢ és a 1 matrixainak segitségével? Irjuk ki a képletben a megfelel§ bazisokat is.

Vegyiik az U, V, ill. W valos szamok {6lotti vektorterek egy-egy bézisat: legyenek ezek

rendre ey, . .., ey, tovabba fi, ... £, végiil g1,...,g,. Ekkor [1¢]®8 = [¢]F8[p]*f.




