1. Hatvany és tobbszoros gytiriiben

Hatvany és t6bbszoros

Definicié (K2.2.19)

Legyen * asszociativ mtivelet és n pozitiv egész. Ekkor a” jelentse az n tényezGs
axax...xa szorzatot. Ez az a elem n-edik hatvdnya. Ha a miivelet jele +,
akkor a™ helyett na-t irunk. Ez az a elem n-szerese (t6bbszd1ds).

Ha a x szorzasra van 1 egységelem, akkor legyen a’ = 1. Ha a + Osszeadasra
van nullelem, akkor legyen Oa = 0.

Ha a-nak van egy b inverze, akkor legyen =™ = b". Ha a-nak van egy b ellen-
tettje, akkor legyen (—n)a = nb.

Ertelmeztiik az egész kitevdji hatvany (t6bbszoros) fogalmat. Igy minden gytirt
elemeit tudjuk egész szamokkal ,szorozni”.

A hatvanyozas tulajdonsagai
Allitas (K2.2.20)
Legyenek a és b invertalhato elemek egy asszociativ, egymés mellé irassal jelolt
miveletre nézve, és m,n egész szamok. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.
(1) a=™ az a™ inverze.
(2) a™a™ = a™*".
3) (a™)™ = a™".
(4) Ha a és b felcserélhetdk (ab = ba), akkor (ab)™ = a™b".
Az analog allitasok érvényesek hatvany helyett tobbszorosre is.
Bizonyitas

Pozitiv kitevSkre egyszerti leszamlalas. A t6bbi esetben esetszétvalasztas (HF).
0

Tagonkénti hatvanyozas

Allitas (K3.3.22)

Legyen p primszam, és R olyan kommutativ gytr, amelyben minden elem
p-szerese nulla. Ekkor r, s € R esetén (r 4 s)? = rP + sP: tagonként lehet p-edik
hatvanyra emelna.

Bizonyitas

A binomiélis tétel alkalmazhaté minden kommutativ gytriiben.

Egyszert szamelméleti megfontolas, hogy a (?) binomiélis egyiitthat6 oszthatd
p-vel,hal<j<p-—1. O

Alkalmazas
Zpben 2P = (1+1)? =17 4+17 =1+ 1 = 2. Azaz p | 27 — 2. Ugyanigy
3 =(1+1+1)? =17+ 1P 417 = 3. HF: belatni a kis Fermat-tételt.



2. Polinomok gytirti folott

A polinom definicidja

Polinom (K2.1. szakasz)

Legyen R kommutativ, egységelemes gytird. R félotti egyhatdrozatlani polinom-
nak nevezziik az f(r) = ag + a1z +asx?+. .. +a,x"™ formalis kifejezéseket, ahol
n > 0 egész szam és ag, ..., a, € R. Ezek halmaza R|x].

Egyenloség (K2.1.1)
Két polinom akkor egyenld, ha egyiitthatoik megegyeznek (27 egyiitthatoja
ugyanaz a két polinomban minden j > 0-ra).

Nullapolinom

A nullapolinom az a polinom, amelynek minden egyiitthatdja nulla. Ugyantugy
0 jeloli, mint az R nullelemét. Minden ¢ € R elemet konstans polinomnak
tekintiink.

Polinomok 8sszege, kiilonbsége
A nulla egyiitthat6ju tagokat igény szerint irjuk ki:
ap + a1z + asx® + ...+ apz™ =
—aot+ax+at®+.. . +apz" +0-2"T 02"

Megéllapodunk abban, hogy 0 = an41 = apya = .. ..
Igy barmely két polinomot ugyanannyi taggal irhatunk fel.

Osszeg és kiilsnbség
f(z) =ap + a1z + agx? + ... + apa™
g(x) = by + by + box® + ... + bya”
Osszege és kiilonbsége:
(f+9)(x)=(ao+bo) + (a1 +b1)x+ ...+ (an + bp)x"
(f—g)(x) =(ap —bo) + (a1 = b1)x + ...+ (an — by)a".
Polinomok ellentettje és szorzata
Ellentett
Az f € R[x] ellentettje h, ha f + h = 0. Az ellentett jele h = —f.
Az f(x) =ap+ a1z + ... + apz™ (egyetlen) ellentettje

h(z) = (—f)(z) = (—ao) + (—a1)x + ...+ (—an)z™.
A kivonas az ellentett hozzaadasa: g — f = g+ (—f).



Szorzat
(ag + a1z + ...+ anx™)(bo + b1z + ... + by, x™)-ben

xk egylitthatoja legyen cr = agby + a1bix_1 + ... + axbo.
m—+n k

Azaz (fg)(z) = 5 cpa®, ahol cp = Y ajbe—j = > ajbe.
k=0 §=0 jHe=k

Tétel (K2.1.6, K2.3.2)
RJ[z] is egységelemes, kommutativ gy(ri ezekre a miveletekre.

Polinom foka

Definicio
Ha f(z) = ag+ a1z + ...+ ana™ € R[z], ahol a,, # 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f). A nullapolinomnak nincs foka.

Tétel (K2.1.5, K2.3.2)
Ha R nullosztémentes gytirt, akkor gr(fg) = gr(f) + gr(g). Igy ha R nulloszto-
mentes, akkor R[] is az.

Bizonyitas

f(x) =ap+a1x+...+a,x™ és g(x) = bo+b1x + ...+ byx™ szorzatdban z" ™
egyitthatdja apb,,. Ez nem nulla, ha a, és b,, nem nulla, mert R nulloszto-
mentes. O
Megjegyzés: Szorzasnal a fGegylitthatok és a konstans tagok is Osszeszorzodnak,
hiszen fg konstans tagja nyilvan agbg.

A polinomgyfiri egységei

Definicio

Legyen R egységelemes gyitirid és r,s € R. Ha rs = 1, akkor r balinverze s-nek,
s jobbinverze r-nek. (Kétoldali) inverz: balinverz és jobbinverz is: rs = sr = 1.
Invertdlhato elem, vagy egység: van inverze.

Tétel (K2.3.2)

Ha R (egységelemes, kommutativ és) nullosztomentes, akkor az f € R[x] po-
linom pontosan akkor egység, ha egy olyan konstans polinom, amely egység
R-ben.

Bizonyitas
Ha fg =1, akkor gr(f) + gr(g) =0, igy f és g konstans.
Megforditva: ha ¢ € R egység, akkor 1/c € R|x]. O



3. Polinomok gyokei

Behelyettesités polinomba

Polinomfiiggvény (K2.4.1)

Legyen R kommutativ, egységelemes gytri és b € R.

Az f(z) = ap + a1z + agz® + ... + a,2™ € R[z] polinom b helyen felvett helyet-
tesitési értéke f*(b) = ag + ar1b+ axb® + ...+ a,b™ € R.

Az f*: R— R az f-hez tartozo polinomfiiggvény. Az f*(b) kiszamitasa: Horner
elrendezéssel. A b gydke f-nek, ha f*(b) = 0.

A gyGktényezd kiemelhetSsége (K2.4.6)

A b € R akkor és csak akkor gyoke az f € R[z]-nek, ha van olyan ¢ € R[z], hogy
f(z) =(x —b)g(z). Az x — b a b gyokhoz tartozo gyoktényezd.

Bizonyitas: Horner-elrendezéssel.

Tobb gyoktényezs kiemelése

Tétel a gybktényezsk egyszerre kiemelhetdségérsl (K2.4.7)

Ha R (kommutativ, egységelemes és) nullosztdmentes, akkor

minden 0 # f € R[x] folirthato f(x) = (z — b1) ... (x — bg)g(x) alakban, ahol a
(nem feltétleniil kiilonb6z6) by, ...,b; € R az f-nek az dsszes R-beli gyokei, és
g-nak nincs gyoke R-ben.

A bizonyitas kulcslépése

Addig emeliink ki gyoktényezoket, ameddig lehet. Legfeljebb gr(f) lépésben
biztosan megallunk: f(z) = (x — b1)...(z — bx)g(x), ahol g-nak mar nincs
gyoke. Beldtjuk, hogy f-nek nincs mds gyoke, mint by, ..., b.

Valoban: ha f*(b) = 0, akkor (b—b1)...(b—bg)q*(b) = 0. A nullosztémentesség
miatt valamelyik tényezé nulla. De ¢*(b) # 0, ezért b — b; = 0 valamelyik j-re.
Azaz b=1b;. 0

Gyo6ktényezs a nem nullosztémentes esetben

Példa (K, 57. oldal)

Legyen R = Zg ¢és f(z) = 22 — 1 masodfokii polinom. A Zg gyfirti 8 elemét
végigprobalgatva a gyokok 1,3,5,7. (Paratlan szam négyzete nyolccal osztva
1-et ad maradékul.) Azaz egy mdsodfoku polinomnak négy gyoke van.

Magyarazat

2?2 — 1= (x —1)(z + 1)g(x), ahol a ¢(z) = 1-nek nincs gydke. x = 3 helyette-
sitéssel 0 = 32 —1 = (3 —1)(3 + 1) = 4 %3 2. Vagyis a probléma az, hogy Zg
nem nullosztémentes. Ugyanigy 22 — 1 = (x — 3)(z + 3) is teljesiil, azaz a gydk-
tényezds alak nem egyértelm.

A négy kiilonb6z6 gyokhoz tartozo gyoktényezét egyszerre azért nem lehet ki-
emelni, mert Zg nem nullosztémentes.



A gy6kok szama

A polinomok azonossagi tétele (K2.4.10, K2.4.11)
Ha R kommutativ, egységelemes és nullosztdmentes:

(1) Minden polinomnak legfeljebb annyi gyoke van, mint a foka.

(2) Ha két, legfeljebb n-edfokt polinom t6bb mint n helyen megegyezik, akkor
egyenlSk (egylitthatoik megegyeznek).

(3) Ha R végtelen gytirtd, és az f* és g* polinomfliggvények egyenlsk,
akkor f = g. Ha R wvéges, akkor van két kiilénb6z6 polinom, melyek
polinomfiiggvénye ugyanaz.

A bizonyitasok megjegyzends f6 gondolatai:

(1): Egyszerre kiemelhetsk a gyoktényezdk.

2): Alkalmazzuk (1)-et a két polinom kiilénbségére.

3): Ha R végtelen, akkor (2)-ben van ,elég” elem.

éges gytrd f6lott csak véges sok polinomfiliggvény van.

—~

—~

<

Véges gytrid folotti polinomfiiggvények
Példa

Ha R = Zy és k > 1, akkor z* értéke = 0-nal 0 és = 1-nél 1. Ezért az z*-hoz
tartozé polinomfiiggvény ugyanaz: az identités.

Legyen R = Z, ahol p prim. Ekkor az xP-hez és z-hez tartozé polinomfiiggvény
ugyanaz. Valoban: A kis Fermat-tétel szerint p | 2P — x minden z egészre.

Zy fol6tt 2P~ —1=(z—1)...(z— (p—1)).

Valoban: Z, test, a két oldal kiilonbsége legfeljebb p — 2 fokt, mert 2?1 kiesik,
de az 1,2,...,p — 1 helyeken megegyeznek.

Masképp: az x — i gyoktényeziket egyszerre kiemeljiik (1 < i < p).

HEF': Lassuk be ebbsl Wilson tételét: p | (p — 1)!'+ 1, ha p prim.
Otlet: x = 0 helyettesités.

4. Szamelmélet gytirtikben

Oszthatosag

Definici6é (K3.1.3)

Az R szokdsos gytrd, ha kommutativ, egységelemes, nullosztomentes. Szamel-
méleti vizsgalatokban ezt feltessziik.

Ha r,s € R, akkor r osztdja s-nek (s tobbszérdse r-nek), ha van olyan ¢ € R,
hogy rt = s. Jele: r | s.

Példa: 2z | 3z? igaz R[z]-ben, nem igaz Z[z]-ben.



Tulajdonsagok (K3.1.4)
(1) Har|sésr|t, akkor r | s £¢.

(2) Ha r | s, akkor r | st, s6t rt | st. Megforditva, ha ¢ # 0, akkor rt | st-bél
r | s kévetkezik (R nullosztomentes!).

(3) Tranzitivitdas: ha r | s és s | t, akkor r | t.

(4) Reflexivitds: v | r minden r € R esetén (R egységelemes!).

Felbonthatatlan elem

Emlékeztets (K3.1.9)
Az e € R egység, ha e | 1. Ez ugyanaz, mint az invertalhato elem. Minden
egység osztoja R minden elemének.

Példa: A Z gytiri egységei £1. Az egységeleme az 1.
HE: Mik a 0 oszt6i? Mely elemeknek osztdja a 07

Definici6é (K3.1.12, K3.1.13, K3.1.14)

A b = cd a b-nek trividlis felbontasa, ha c és d egyike egység. A p € R felbontha-
tatlan (irreducibilis), ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrividlis felbontdsa.
Ekvivalens: p minden oszt6ja egység, vagy p egységszerese.

Példa: A 23 felbonthatatlan Z-ben, mert nem nulla, nem +1, és osztoi csak +1
és £23. Az Osszes felbontasa: 23 =1-23 =23-1=(-1)(-23) = (—23)(-1).
Alaptételes gytird

Definicié (K3.1.15)

Az R gyitiriiben érvényes a szamelmélet alaptétele, ha R minden nem nulla és
nem egység eleme a sorrendtdl és az egységszerestsl eltekintve egyértelmien
felbonthat6 felbonthatatlan elemek szorzatara. Az ilyen gytrit alaptételes gyii-
riinek nevezziik.

Tétel (K3.2.12)
A Z, és minden T'[z] polinomgytr, ahol T test, alaptételes.

e clvégezhetd a maradékos osztas, ezért
e létezik ,legnagyobb” kozos osztod, ezért
e a felbonthatatlan elemek ugyanazok, mint a primek, ezért

e egyértelmi a felbontas.



Primtulajdonsagia elem

Feladat

Pistike megszamolta a kockas fiizetlapjan a négyzetek szaméat, és 23-mal oszt-
hato szamot kapott. Igazoljuk, hogy a lap valamelyik oldaldn 23-mal oszthato
szamu kis négyzet van.

Definicié (K3.1.25)
A p € R prim R-ben, ha nem nulla, nem egység, és tetszéleges b, ¢ € R esetén
p | be-bol kovetkezik, hogy p | b vagy p | c.

Tetel (K3.1.26, K3.1.27, K3.2.13, K3.2.14)

A Z gytirtiben, tovabba a T[z] polinomgytriben, ahol T test, a felbonthatatlan
elemek ugyanazok, mint a primek. Oka: létezik ,legnagyobb” k6z0s 0szto.

HEF: Minden szokasos gytiriiben minden prim felbonthatatlan.

Maradékos osztas

Teétel (K3.2.1)

Legyen R szokéasos gyUrt.

Ekkor az R[z] polinomgytrtiben minden olyan g € R[z]| polinommal lehet ma-
radékosan osztani, amelynek fdegyitthatdja invertdlhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszsleges f € R[x] polinomhoz léteznek olyan ¢,r € R|x]
polinomok, melyekre f = gq + r, és vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.
A ¢ és r polinomok egyértelmien meghatarozottak.

A bizonyitas ugyanaz mint komplex egyiitthatés polinomokra. A tétel maga-
ban foglalja azt is, hogy ¢q és r egyiitthatoi az f és g egyiitthat6ibol a négy
alapmiivelettel kaphatok:

Emlékeztets (K3.2.2)
Ha g | f a C[z]-ben, és f,g € R[], akkor g | f az R[z]-ben is.

Kitiintetett k6zos osztd

Definici6é (K3.1.19)
A b és c elemeknek d kitiintetett k6z6s osztdja, ha

(1) koz0s oszto, azaz d | b és d | ¢;

(2) minden kozos osztonak tobbese: d' |bésd |c = d'|d.

Allitas (K3.1.27)
Ha egy szokasos gytrtiben barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztoja,
akkor a felbonthatatlanok primek.

Tétel (K5.5.9)

Ha egy R szokésos gytriben ,elvégezhetd a maradékos osztds”, akkor az euklide-
szi algoritmus miatt, barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztdja, ezért
R alaptételes.



Kanonikus alak

Definici6é (K3.1.16)
A 0 # r kanonikus alakja r = epi p5? ... pp*, ahol e egység, p1,p2, ..., pr pedig
felbonthatatlanok, amelyek paronként nem egységszeresei egymasnak.

Peéldak

Z-ben —36 = (—1)223%2. C[z]-ben f(x) = c(z — b1)* (x — ba)*2 ... (x — by, )Fm,
ahol a ¢ a féegylitthaté (nem nulla konstans, igy egység). Ez a gyoktényezss
alak, a k; a b; gyok multiplicitasa.

Az osztok szama, a kitintetett kézos oszto, és a kitlintetett kozos tobbszoros
hasonlé képletekkel kaphaté a kanonikus alakboél, mint az egész szamok szam-
elméletében.

Gyokok és irreducibilitas
Tétel (K3.3. szakasz)
Legyen T test.

(1) Az f € T[z] akkor és csak akkor irreducibilis T' f616tt, ha nem konstans,
és nem bonthato T[z]-ben alacsonyabb foki polinomok szorzatara.

(2) Elséfoku polinom mindig irreducibilis T'[x]-ben.
(3) Mdsod- és harmadfoki polinom akkor és csak akkor irreducibilis T'[x]-ben,

ha nincs gyoke T-ben.

(4) Legaldbb negyedfokd polinom, HA van gyoke T-ben, akkor biztosan NEM
irreducibilis T'[x]-ben. Ha nincs gydke, attdl még lehet reducibilis!
Példa: Q[z]-ben (2% + 1)

(5) Gyok létezése elsdfoki irreducibilis tényezdének felel meg.

5. Tobbhatarozatlant polinomok

Rekurziv definicié

Definici6é (K2.6.1)

Legyen R kommutativ, egységelemes gytird. Ekkor R[zq,...,x,]-et n szerinti
indukciéval (rekurziéval) értelmezziik: R[zq,x2] = (R[z1])[x2], és igy tovabb,
Rlzy,...,x,) = (R[21,...,2n-1])[z,]. Vagyis a hatarozatlan z,,, az egyiittha-
tok a méar definialt n — 1-hatarozatlant polinomok gytrtjének elemei.

Elény

Mivel S = R[z1,...,2,—1] is kommutativ, egységelemes gyTirt,

az Rlxy1,...,xn] = S[xy] is az. A tulajdonsdgokat nem kell kiilon ellendrizni.
Példa: Ha R nullosztomentes, akkor indukcioval vilagos, hogy R[z1,...,z,] is
nullosztémentes.



A szimmetrikus polinomok alaptétele

Példa

A négyzetdsszeg: so =23 +...+ 22 = 0% — 20,.

Vagyis ha F(y1,y2,.--,Yn) = y3 — 2ya, akkor sy = F(01,09,...,0,).
Tehat s, az elemi szimmetrikus polinomok polinomja.

Tétel (K2.7.3)

Legyen R szokésos gytird. Ekkor minden f € R[zy,...,%,] szimmetrikus po-
linom egyértelmiien folirhatd az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.
Azaz létezik pontosan egy F' € Ry, ..., y,| polinom, melyre

flxy,...,xn) = F(o1,...,00).
A F egyiitthatoi a f egytlitthatoibol 6sszeadés és kivonas segitségével kaphatok.

A tébbhatarozatlani polinomok szamelmeélete

Tétel (K3.4.10, K3.4.11)
A Z[z] polinomgytird alaptételes.
Ugyanigy: Ha R alaptételes, szokasos gytrt, akkor R[] is az.

Bizonyitas
Ugyantgy, mint Z[z] esetében. (Kell: hanyadostest).

Kovetkezmény (v6. K3.4.12)

Ha R alaptételes, szokasos gytirtd, akkor R[xy,xa,...,z,] is az.
Specidlisan Z[z1, z2, ..., zy], és ha T test, akkor T'[z1, 2, ..., 2,] 18

alaptételes gyirik.

Altalanos gytirtikben az alaptétel vizsgalata: K5.5. szakasz (az Algebra3 targy
keretében).

6. Osszefoglald

A 11. eladashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Hatvany és tobbszoros altaldnos gytriben, tulajdonsigaik. Gyfri f6lotti po-
linomgytrt, miveletek, fok. Polinomfiiggvény. Oszthatdésig, egység, felbont-
hatatlan, prim, kitlintetett koz0s oszt6 altalanos gytriiben. Alaptételes gytird,
kanonikus alak.

Tételek

Ha (Vr)(pr = 0), akkor tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni. A polinomgyt-
ri egységei. Gyoktényezsk egyszerre kiemelhetGsége. A polinom és a polinom-
fliggvény véges és végtelen gyitiri f6l6tt. Ha van legnagyobb k6z6s oszto, akkor
minden irreducibilis prim. Maradékos osztas szokasos gytrd f6lott. Gyokok és
irreducibilitas kapcsolata test f6lott. A szimmetrikus polinomok alaptétele.
Zlxy,xa,. .., 0], Tx1,xa,. .., x,] alaptételes (T test).



7. A vizsgan kérdezett bizonyitasok listaja

Polinomok

1.

=~ W

10.

Gyoktényezok kiemelése egyszerre (K2.4.7).

. A racionalis gyokteszt (K3.3.10).

. A Lagrange-interpolaci6 (K2.4.12).

. [ € R[z] gydke konjugaltjanak multiplicitasa (K3.3.6).

. A maradékos osztas tétele: létezés és egyértelmiiség (K3.2.1).

. A polinom és a polinomfiiggvény kapcsolata véges és végtelen gytiri folott

(K2.4.10, K2.4.11).

. Az els6 Gauss-lemma és kovetkezményei (K3.4.3, K3.4.4, K3.4.5).
. Z[z] irreducibiliseinek leirasa (K3.4.7, K3.4.8).
. A Schonemann-Eisenstein-kritérium (K3.5.2, K3.5.3).

Ha az R kommutativ gytiriben pr azonosan nulla, akkor tagonként lehet
p-edik hatvanyra emelni (K3.3.22).

Komplex szamok, linearis algebra

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

A rend és a jo kitevsk kapcsolata (K1.5.8).

Hatvany rendjének képlete (K1.5.9, K1.5.10).

A primitiv egységgyokok jellemzései (K1.5.13).

Transzpozicio6 el§jele (K4.2.12).

A péros permutéciok szama (K4.2.16).

Fels6 haromszogmatrix determinansa (F1.2.3. Feladat).

A transzponalt determinansa (F1.3.6. Tétel).

Ha a determinans két sora egyenld, akkor nulla (F1.3.3. Tétel).

Az inverz matrix képlete (F1.4.3. Tétel, F2.2.2. Tétel, F2.2.3. Lemma).

A Vandermonde-determinans (F1.5.2. Tétel).

A fenti 20 bizonyitas szerepelhet a vizsga harmadik részében.
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