1. Egész egyiitthatés polinomok

Oszthatosag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f,g € Z[z], akkor f | g akkor és csak akkor, ha van
olyan h € Zlx], hogy g = fh.

Allitas (K3.1.6)

Az f(z) € Z|z] akkor és csak akkor oszthat6 Z[z]-ben a ¢ egész szammal, ha f
minden egyiitthatéja oszthato c-vel.

Bizonyitas

Ha ¢ | f(x), akkor van olyan h(z) = by + bix + ... + byx™ € Z[z], melyre
ch(z) = f(z). Ezért f(z) egylitthatdi a cb; szamok, amik mind c-vel oszthatok.
Megforditva: Legyen f(x) = ag+a1z+...+a,x™. Ha minden a; oszthatd c-vel,
akkor vannak olyan b; egészek, hogy cb; = a; minden i-re.

Igy f(x) = c(bo + b1z + ... + b,2™), és a zardjelben egész egyiitthatos polinom
all. Ezért ¢ | f(x). O

Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, Z[z]-ben csak a +1. Az f = gh
trividlis felbontds, ha f és g valamelyike egység. Az f felbonthatatlan, mas szoval
wrreducibilis, ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontéasa.

Példa: az f(z) = 6(2? — 2)(22 + 1) € Z[x] irreducibilisekre bontésa Z[x]-ben 4
tényezds: 23 (22 —2) - (22 + 1).

Definicié (K3.4.1)
Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztoja 1.

Példa: 6025 + 36z* + 90 = 6(1025 + 62* + 15). Kiemeltiik az egyiitthatok
legnagyobb kozos osztojat. Nyilvan (10,6,15) = 1 (de nem paronként relativ
primek). Ezért 102° + 62* + 15 mar primitiv polinom.

Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)
Ha egy n egész szam Z-ben felbonthatatlan, akkor polinomként tekintve felbont-
hatatlan Z[z]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység. Tudjuk, hogy a
Z és a Z]x] egységei ugyanazok: +1. Ezért n a Z[x]-ben sem egység.

Kell: n minden felbontasa trivialis Z[z]-ben. Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x),
ahol g, h € Z[z]. Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adodik.
Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam. Mivel n felbonthatatlan
Z-ben, ez a felbontas trivilis, vagyis g és h egyike egység Z-ben, igy Z[z]-ben
is, és ezért az n = g(x)h(x) felbontas tényleg trivialis Z[z]-ben. O




Prim konstans polinomok
Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[z] prim, ha nem nulla, nem egység, és minden
g,h € Z|x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma I (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z[x]-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység Z[z]-ben sem. Tegyiik fel, hogy
p | g(x)h(x), ahol g(z) = ag+ar1x+...+apx™ és h(x) = by +brx+ ...+ bypa™.
Indirekt feltevés: p t g és p 1 h. Legyen i, illetve j a legnagyobb index, melyre
p 1 a;, illetve p t b;. Mivel p prim Z-ben, p { a;b;. De minden méas tag p-
vel oszthato a Ci+j = a()bj_H' + ...+ ai—lbj+1 —+ (ll'bj + ai—i—lbj—l + ..+ ai+jb0
dsszegben, ami gh egy egyiitthatoja. Igy pt Ci+j, ellentmondas. O

Az els6 Gauss-lemma els6 kévetkezménye

Gauss-lemma I, elsé kévetkezmény (K3.4.4)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas

Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € Z prim, amire p | gh. Ha g, h primitiv,
akkor pt g és p1h, ez ellentmond Gauss I-nek. O
Allitas

Minden f € Q[z] polinom felirhato (s/t)fo alakban, ahol s és ¢ relativ prim
egészek, fo € Z[x] pedig primitiv.

Bizonyitas
Hozzuk f egylitthatéit kdzos nevezdre, majd emeljiik ki a szamlélok legnagyobb
kozos osztojat, végiil egyszertsitsiink. O

Az els6 Gauss-lemma maéasodik kdvetkezménye

Gauss-lemma I, masodik kévetkezmény (K3.4.5) )
Legyen f € Z[x] primitiv. Ha g € Q[x] és h = fg € Z[z], akkor g € Z[z]. Igy ha
f osztoja egy h € Z[x] polinomnak Q[x]-ben, akkor f osztdja h-nak Z[z]-ben is.

Bizonyitas

Az el6z6 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s,t) = 1 és go primitiv.

Ekkor th = sfgo. Ha p primosztoja t-nek, akkor p | sfgo. Az elsé Gauss-
lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go. Mindharom lehetetlen, az els6 azért,
mert ¢ és s relativ primek, a masik ketts azért, mert f és go primitivek. A ¢
szamnak nincs tehat primosztoja, vagyis ¢ egység, és igy g = (s/t)go tényleg
egész egyiitthatos polinom. O



A masodik Gauss-lemma

Példa: 2% — 1 = [(2/3)z — (2/3)] [(3/2)z + (3/2)].

Ez az 22 — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani, ha az els6 tényezst
3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk. A masodik Gauss-lemma szerint ez
mindig lehetséges.

Gauss-lemma IT (K3.4.7)

Ha 0 # f € Zx] és f = gh, ahol g,h € Q[z], akkor ¢g és h megszorozhatd
racionalis szamokkal agy, hogy a kapott g1 és hy polinomok egész egyiitthatosak
legyenek, és f = g1hy teljesiiljon.

Bizonyitas

Legyen g = rgo és h = shg, ahol r,s € Q és go,hp € Z[z] primitiv. Ekkor
f = (rs)(goho). A Gauss-lemma I els6 kovetkezménye miatt gohg primitiv, igy
a masodik kovetkezménye miatt rs € Z[z], azaz rs egész szam. Igy a g = rsgo
és hy = hg jo valasztas. O

Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q f6l6tt

(1) Ha f € Z[x] nem konstans és irreducibilis Z £516tt, akkor f irreducibilis Q
folott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z 6l6tt is.

Bizonyitas

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q {6l6tt.

Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrividlis felbontas Q f516tt, tehat g és h nem
konstans. A masodik Gauss-lemma miatt f = g1hq, ahol g1,h1 € Zx], és
gr(g1) = gr(g), gr(hy) = gr(h). Az f = g1hy felbontas trividlis Z f6lott, mert f
irreducibilis Z[z]-ben. Igy g1 és hy egyike £1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontés.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q f5lott és f = gh, ahol g,h € Z[z], akkor a
Q folotti irreducibilitds miatt g és h egyike konstans, és igy egész szam. Mivel
f primitiv, ez az egész szam csak +1 lehet. O

Z[z] irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[z] polinom pontosan akkor irreducibilis Z {616tt, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q {6l6tt irreducibilis.



Bizonyitas

A felsorolt polinomokr6l mar belattuk, hogy Z[z]-ben irreducibilisek. Tegyiik
fel, hogy f € Z[z] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatoinak legnagyobb kozos
osztojat: f = nfy, ahol fo primitiv és n egész. Ez trivialis felbontas kell, hogy
legyen, ezért vagy fo = £1, vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli
primszdm. A masodik esetben f primitiv, és nem konstans, kiilénben f egység
lenne Z[z]-ben. Lattuk, hogy ekkor f irreducibilis Q {6l6tt. O

Z[z] alaptételes: egyértelmiiség

Tétel (K3.4.10)
Zlx]-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden irreducibilis prim
(a bizonyitas ugyanaz, mint egész szamokra).

Legyen f € Z[z] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor az els6 Gauss-
lemma miatt f prim Z[z]-ben. A masik esetben f primitiv és irreducibilis Q
folott. Tegyiik £6l, hogy f osztéja Z[z]-ben gh-nak, ahol g,h € Z[x]. Mivel
Qlz] alaptételes, f primtulajdonsagi Q[z]-ben, tehat f osztoja g-nek vagy h-nak
Q[z]-ben. Az elss Gauss-lemma masodik kivetkezménye miatt ez az oszthatosag
Z[z)-ben is fonnall. Igy f prim Z[z]-ben.

Z]x] alaptételes: a felbontas létezése

El6szor megmutatjuk, hogy minden nem konstans primitiv polinom felbonthato
felbonthatatlanok szorzatara.

Legyen ¢g minimaélis fokua ellenpélda. Ha ¢ irreducibilis, akkor az egytényezGs
felbontas jo. Ha nem, akkor g = hk ahol h és k nem egység. Mivel g primitiv,
h és k is az. Igy egyikiik sem konstans (mert akkor egység lenne), és ezért mind-
ketten g-nél alacsonyabb fokuak. Mivel g foka minimalis, h és k mar felbomlik
irreducibilisek szorzatara. A két felbontést Gsszeszorozva g felbontésat kapjuk.

Ha f € Z[z] tetszsleges, akkor legyen f = nfp, ahol fy primitiv polinom és n
egész. Ekkor n felbonthatdé prim egész szamok szorzatara, fy pedig a fentiek
szerint irreducibilisek szorzatara. O



A Schénemann—Eisenstein-kritérium

Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)
Legyen f egész egyiitthatos, nem konstans polinom. HA van olyan p primszam,
amelyre

(1) p nem osztja f fSegyiitthatojat;

(2) p osztja f Osszes tobbi egylitthatojat;

(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy f mégsem irreducibilis Q f6l6tt, vagyis az f-nél alacsonyabb
foku, racionéalis egytiitthatos g és h polinomok szorzatara bonthaté. A masodik
Gauss-lemma miatt feltehetjiik, hogy g és h egész egytitthatos.

A Schénemann—Eisenstein-kritérium bizonyitasa

Legyen f(x) = ag+...4+anz", g(x) =bo+...+bpz® és h(z) =co+...+cozt,
ahol gr(g) = k < n és gr(h) = ¢ < n. Mivel a,, = bgcy, a by és ¢ egészek egyike
sem oszthato p-vel. Tovabba ag = boco, és mivel ag oszthatd p-vel, de p-tel
nem, ezért a by és ¢y szamok koziil pontosan az egyik oszthato p-vel. A g ésa h
esetleges cseréjével feltehetjiik, hogy ez a by. Legyen ¢ a legkisebb olyan index,
amelyre b; nem oszthato p-vel. Ilyen i van, hiszen by oszthato p-vel, de by nem,
és 0 < i < k. Mivel f = gh, ezért a; = boci +bici_1 + ...+ bi_1c1 + biCO.
Ez az egyiitthatdé nem oszthatoé p-vel, mert az 0sszeg mindegyik tagja oszthatd
vele, kivéve az utolsd tagot. A feltétel szerint f egylitthatoéi oszthatok p-vel,
kivéve a,-et. Ezért i = n, azaz i < k miatt £k > n. Ez ellentmond a &k < n
feltételnek. O

A Schonemann—Eisenstein-kritérium: megjegyzések

(1) Az allitas megforditasa nem igaz! Példaul x + 1 irreducibilis Q {516tt, de
nincs hozzé megfelel§ p prim. Tehat a kritérium nem ad eljarast az irredu-
cibilitas eldontésére: ha nem alkalmazhat6, akkor az irreducibilitast nem
tudjuk, 4j otlet utéan kell nézniink, lasd K 111. oldal (pl. eltolt, forditott
Schénemann-Eisenstein).

(2) A kritérium racionéalis egyiitthatos polinomokra is alkalmazhato lehet, ha
a nevezGkkel felszorzunk.

(3) A feltételek teljestilése csak Q folotti (és nem Z folotti) irreducibilitast biz-
tosit. Pl. a 9z + 18 polinomra érvényes a feltétel ha p = 2, és ez a polinom
irreducibilis is Q 616tt, de nem irreducibilis Z {5l6tt (nem primitiv).

(4) A kritérium alapjan ™ — 2 irreducibilis Q 616tt (és igy Z folott is, hiszen
primitiv). Vagyis létezik akarmilyen fokia irreducibilis polinom Q és Z
f6lott.



2. A korosztasi polinom

A koOrosztasi polinom

Definici6é (K3.9.1)
Ha n > 1 egész, akkor ®,, az n-edik kdrosztdsi polinom:

P (z) = (x = &) .. (T = Ep(m))s
ahol &1,...,8,(n) az Osszes primitiv n-edik egységgydk, vagyis az sszes olyan
komplex szam, melynek rendje n. Tehat ®,-nek egyszeres gyokei a primitiv
n-edik egységgyokok.
Példak:
Oi(x)=x—-1. Py(z)=z—(-1)=x+1.
Py(z) = (x—i)(z—(=i) = (@ —i)(xz+i) =2 + 1.

A korosztasi polinom kiszamitasa

Tétel (K3.9.5, K3.9.7), nem bizonyitjuk

Ha n > 1, akkor Hd‘n ®,4(x) = 2™ — 1. Ezért mindegyik korosztéasi polinom

egész egyiitthatos.

Példa (K3.9.11): Legyen p prim, ekkor ®(z)®,(z) = 2P — 1. Igy

P —1

z—1

26 -1 26 -1 9 1

= = =r —X .
Dy (2)Dy(2)P5(z) (z+1)(x3-1)

HF': Szamitsuk ki rekurzivan ®4(x)-et és ®qo(x)-et.

Tétel (K3.9.9, nehéz)

Mindegyik kdérosztdsi polinom irreducibilis Q és Z f6lott.

Hasznos képlet: K3.9.15. feladat.

P, (z) = =l+a+a®+... +aP .

b6 ()




3. Gytrtk és testek

Hasonlé6 tételek

Lattuk:
Legyen T a C,R,Q egyike. Ekkor T'[x]-ben

(1) ki lehet emelni a gyoktényezoket;

2) érvényes a polinomok azonossagi tétele;

(2)
(3) elvégezhets az interpoléacio, a maradékos osztas;
(4)

4) ugyanaz a gyokok és irreducibilitas kapcsolata;

és igy tovabb. Nagyon hasonldéan viselkednek. Oka: a négy alapmiivelet a szo-
kasos szabalyok szerint elvégezhets, és ennyi elég az dllitdsok bizonyitdsdhoz.
7 hasonlo, de nem lehet minden nem nulla szdimmal osztani.

Nem érdemes ugyanazt a bizonyitast kiilon elmondani C, R, QQ esetén.
Hatha mads fontos szdmkdr is van, ahol a négy alapmivelet elvégezhetd, és igy
a fenti tételek érvényesek.

Gyfirtk és testek

Definicio-kisérlet

Az R gyiiri, ha az 6sszeadas kivonas, szorzas a szokdsos szabdlyok szerint elvé-
gezhets. A T test, ha ezen felill még minden nem nulla szammal lehet osztani.
Motivalo példak (K2.2.35):

(1) A polinomok, azaz Z[z], Q[x], R[z], C[x], Clz,y]: gyird.
2) A négyzetes matrixok C™*™, R™*" Q™*™: gyird.

3) Folytonos (differencialhato) R — R fuggvények: gyiri.

4) Az a + bi alaka szamok (a,b € Z): gytrd.

Az a + bi alaka szamok (a,b € Q): test.

6) Az a + by/2 alakt szamok (a,b € Z): gyiri.
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8) Péaratlan nevez6ji tortek: gydrd.



Szamolas maradékokkal

Definicié (K1.1.4)
Ha n > 1 egész, akkor legyen Z,, = {0,1,...,n—1}. Osszeadas: a+,baz a+b
maradéka n-nel osztva. Szorzas: a *, b az ab maradéka n-nel osztva.

Példa (K, 4. oldal)

+510 1 2 3 4 *» 0 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0{0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 170 1 2 3 4
212 3 4 01 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
4 14 01 2 3 410 4 3 2 1

Ezek a modulo 5 miuveleti tdabldzatok. Ez gyirt, sét test!

A szokasos tulajdonsagok
Definidlni kell, hogy mik a ,szokasos” tulajdonsagok.

Definicié (K2.2.1)

Mvelet egy R halmazon: barmely a,b € R-hez a b € R.

Asszociativitds: (a*b) xc = ax (b*c) barmely a,b, c-re. (Ilyenkor a soktényezss
szorzatot is akarhogy zardjelezhetjiik.)

Kommutativitds: axb = bxa barmely a, b-re. (Ilyenkor sok tényezst is akarhogy
cserélgethetiink.)

Példak

A C-beli sszeadas és szorzas asszociativ és kommutativ. A +,, és *,, miveletek
asszociativak és kommutativak. A halmazelméleti unid és metszet is asszoci-
ativ és kommutativ. Filiggvények kompozicidja asszociativ, de altaldban nem

kommutativ. (f o g)(z) = f(g(z)).

Nullelem, egységelem, ellentett, inverz

Definici6 (K2.2.6)
Legyen + mivelet az R halmazon. A 0 € R elemet nullelemnek nevezziik, ha
minden a € Resetén a+0=0+4+a = a.

Hézi Feladat: legfeljebb egy nullelem lehet.

Definicié (K2.2.9)
Legyen + miivelet az R halmazon és 0 € R nullelem. Az a € R ellentettje b, ha
a+b=b+a=0. Jele: b= —a.

Hézi Feladat: Minden elemnek legfeljebb egy ellentettje van.

Az el6z6 definiciok szorzas miivelet esetén:
Jelolje R-en a miiveletet egymas mellé iras. Ekkor:

Az 1 € R egységelem, ha 1a = al = a minden a € R-re.
Az a € R inverze b, ha ab=ba = 1. Jele: b=a"'.



A gyitird és test definicioja

Az R gyard (K2.2.21), ha értelmezett az Osszeadas +-szal, és a szorzas egymas
mellé irassal jelolt mtivelete gy, hogy

(1) Az Gsszeadas asszociativ.

2) Az 6sszeadas kommutativ.

3) Van az Osszeadésra nézve egy 0 nullelem.

Minden elemnek van ellentettje.

5

A szorzéas asszociativ.

)
(2)
3)
(4)
(5)
(6) Tetszoleges x,y, z € R esetén igaz a disztributivitds: (z+y)z = xz+yz és
z(x +y) = zax + zy.

Kommutativ gytrd: a szorzas kommutativ.

Egységelemes gyiird: a szorzasra nézve van egységelem (jele 1).

Test: egységelemes, kommutativ gytrtd, amelyben minden nem nulla elemnek
van (a szorzasra) inverze (K2.2.23).

Elemi szamolasi szabalyok

Allitas (K2.2.22, K2.2.10)
Legyen R gyfirid és a,b € R tetsz6leges elemek.

(1) 0a = a0 =0.
(2) (=a)b = a(=b) = —(ab).

(3) Ha a és b invertalhato, akkor ab is, és inverze b=1a=1.

Mintabizonyitas

(1) A disztributivitds miatt a0 = a(0+ 0) = a0+ a0. Mindkét oldalhoz adjuk
hozza a0 ellentettjét.
0 = (a0 + a0) + (—a0) = a0 + (a0 + (—a0)) = a0 + 0 = a0.

(3) b=ta"1(ab) = b=11b = 1. Hasonléan (ab)b~ta~! = 1.

Példa: szorzatmatrix inverze.



Nullosztémentesség

Definicié (K2.2.27)

Az R gyitiri nullosztémentes, ha egy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik
tényezGje nulla: ab=0 = a =0 vagy b= 0.

Szokdsos gylri: kommutativ, egységelemes, nullosztémentes.

Peéldak

Mindegyik eddig tanult polinomgytrid szokésos gytirtd (a tobbhatarozatlanu-
ak is).

A Zg nem nullosztomentes: 2 %53 =0, de 2 # 0 és 3 # 0.

A Zs test, példaul a ,,2-ben a 3”7 osztas eredménye 4, mert 3 x5 4 = 2.

A 3 inverze 2, mert 3 x5 2 = 1.

Ha n = ab, ahol 0 < a,b < n, akkor a *, b = 0, de a,b # 0. Ezért ha n nem
prim, akkor Z,, nem nullosztémentes.

Test nullosztémentes

Tétel (K2.2.31)

A 7Z, a+, és *, miveletekre egységelemes, kommutativ gytird. A Z, pontosan
akkor nullosztémentes, ha n primszam, és ebben az esetben test is.

Bizonyitas: kongruencidkkal.

Tétel (K2.2.29)
Minden test nullosztémentes.

Bizonyitas

Legyen T test, és z,w € T. Tegyiik fol, hogy zw = 0, de z # 0. Meg kell

mutatnunk, hogy akkor w = 0. Mivel z # 0, van inverze: uz = 1. Ezzel szorozva
w=1 w= (uz)w=ulzw) =u-0=0.

Példa: Az egész szamok gytirtje nullosztéomentes, de nem test.

Az egyszer(isitési szabaly

Tétel (K2.2.28)
Nullosztémentes gytriiben érvényes az egyszerisitési szabdly: ha ac = bc és
¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas
ac =bc = 0= ac—bc = (a—Db)c. Mivel ¢ # 0, a nullosztomentesség miatt
a—b=0, azaz a = b.

Hasonloképpen nullosztéomentes gytirtiben balrél is lehet egyszertsiteni:
ha ca = ¢b és ¢ # 0, akkor a = b.

Minden linedris algebrabdl eddig kimondott dllitds tetszdleges test folott is érvé-
nyes, ugyanazzal a bizonyitdssal.
Legkozelebb atismételjiik a polinomokat ,,gytirts” szemszogbdl.
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4. Osszefoglalo

A 10. eléadashoz tartozoé vizsgaanyag

Fogalmak

Primitiv polinom. Primtulajdonsagi polinom. Kérosztési polinom.

Miivelet, asszociativitas, kommutativitas. Nullelem, egységelem, ellentett, in-
verz. Gytrd, nullosztémentesség. Egységelemes, kommutativ, szokisos gytiri,
test. A Z,, gytrd.

Tételek

Gauss-lemma I, ennek két kovetkezménye, Gauss-lemma II. A Z[z] irreducibili-
seinek visszavezetése Q[z]-re, Z[x] alaptételes.

A korosztéasi polinom rekurziv képlete. A korosztéasi polinom egész egyiitthatos
és irreducibilis.

Elemi szamoléasi szabalyok gytrtikben, az egyszertsitési szabaly, szorzat inverze.
Minden test nullosztomentes. A Z.,, mikor nullosztémentes, mikor test.
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