Proginfo linearis algebra gyakorlat
Kilencedik feladatsor — megolddsok

Sajatérték, sajatvektor, diagonalizalhatésag. Ha M négyzetes métrix és Mv = Av
alkalmas v # 0 oszlopvektorra és A skalarra (A lehet nulla), akkor v sajatvektora, \ sa-
jatértéke M-nek. A X sajatértékhez tartozo sajataltér az Mv = Av Osszefiiggésnek eleget
tevé v vektorokbol &ll (tehat a nullvektorbol és a A-hoz tartozo sajatvektorokbol). Az M
méatrix diagonalizalhato, ha van olyan bazis az egész térben, mely M sajatvektoraibol all.
A sajatértékek az M karakterisztikus polinomjanak a gyokei. Ez a ky(z) = det(M —x1)
polinom, amelynek foka ugyanakkora, mint M meérete. (Tehat az M fédtlgjanak minden ele-
mébdl kivonunk x-et, és kiszamitjuk a determindnst.) A X sajatértékhez tartozo sajatvektorok
komponenseire ezutin (homogén) linedris egyenletrendszert kapunk, amelynek mindig van
nemtrivialis megoldéasa. Kiilonboz§ sajatértékhez tartozo sajatvektorok rendszere linearisan
fliggetlen, igy egy n x n-es mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhato, ha a sajdtaltereinek
osszdimenzidja n, specidlisan ha van n kiilonbézd sajdatértéke, akkor biztosan az.

ka(z) = 1 Z_I:(2—1’)(2—:6)—1:352—41:—1—3.
Ennek gyokei (példaul a masodfoku egyenlet megoldoképletével szamolva) Ay = 1 és Ay = 3.
Ha v = [u,v]T a A\; = 1-hez tartoz6 sajatvektor, akkor

1.[11:{2 1} lu}:Fu—i—v} Az 2u—|—v:u}
v 1 2| |v u+ 20|’ u+2v=v |’
Ennek megoldasara nem érdemes Gauss-eliminaciét hasznalni, mindkét egyenlet nyilvan az-
zal ekvivalens, hogy v = —u, ezért a \; = 1-hez tartozo sajataltér az [u, —u]? alaka vekto-
rokbol all, és a nullvektor kivételével ezek az 1-hez tartozd sajatvektorok. A Ay = 3 esetében
a kapott egyenletrendszer mindkét egyenlete azt mondja, hogy u = v, ezért a 3-hoz tartozo
sajataltér elemei az [u,u]” alaku vektorok. Az [1,—1]T és az [1,1]7 fiiggetlenek, és mivel
ez két darab vektor, a kétdimenzios R%:-ben bézist alkotnak. Ezért A diagonalizalhaté. Ez
abbdl is kovetkezik, hogy az A matrix 2 x 2-es, és két kiilonbozs sajatértéke van.

A B esetén kp(z) = (3—2)(2—1) —20 = 22 — 5z — 14, a sajatértékek 7 és —2, a megfelels
sajatalterek az [u,u]”, illetve az [4u, —5u|” alakt vektorokbol dllnak, B is diagonalizalhato.

A kc(x)-et megado determinanst a masodik sora szerint érdemes kifejteni. Egyrészt mert
ebben a sorban két nulla van, masrészt mert igy a karakterisztikus polinomot szorzat alakban
kapjuk, és ezért konnyebb meghatarozni a gyokeit. Az eredmény: ko(z) = (1 — z)(2? — 1),
a sajatértékek 1 és —1, a megfelels sajatalterek elemei [u,v,u]T, illetve [u,0, —u]?. Noha
csak két sajatérték van, a matrix mégis diagonalizalhato, pl. [1,0,1]7, [0,1,0]% és [1,0, —1]F
sajatvektorokbol allo bazis. Az 1-hez tartozo sajataltér itt kétdimenzios.

Az utols6 oszlop szerint kifejtve kp(z) = (22 — 22 + 1)(—2 — z), a sajatértékek 1 és —2,
a megfelels sajatalterek elemei [3u, —6u,20u|T, illetve [0,0,u]T. Itt nincs harom fiiggetlen
sajatvektor, mert mindkét sajataltér csak 1-dimenzids, és igy D nem diagonalizalhato.

(Als6 vagy fels6) haromszogmatrix sajatértékei a f6atloban all6 szamok, hiszen a
fatlobol x-eket levonva is haromszogmatrixot kapunk, melynek determinansa a f&atlobeli
elemek szorzata, és igy a karakterisztikus polinomot is rogton szorzat alakban kapjuk. Ezért
E diagonalizalhato, hiszen 3 kiilonboz6 sajatértéke van. A sajatértékek tehat 1, 4 és 6, a
megfelels sajatalterek elemei rendre [u, 0, 0], [2u, 3u,0]T, illetve [16u, 25u, 10u]”.
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5.
matrix a) b) c) d)
sajatértékek 2, —1 1 i, —1 1, —1
sajatalterek elemei [u, 07, [u, —u]® | [u, O] | [iu, u]”, [—iu,u]" | [u,u]”, [u, —u]”
diagonalizalhatosag, R / C I/1 N/N N/I I/1

Az A és B (négyzetes) matrixok hasonlok, jele A ~g B, ha van olyan S invertalhato
métrix, hogy B = S7'AS. (Ez a bazistranszforméciohoz kapcsolodik.) Hasonld mdtrizoknak
megegyezik a rangja, a karakterisztikus polinomja és a sajdtértékei (a sajatvektorok altalaban
nem, de a sajatalterek dimenzidja igen). Egy M mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha
hasonld egy diagondlis mdtrizhoz (ennek fédtlojaban M sajdtértékei dllnak).

6. Mindegyik haromszogmatrix, ezért a sajatértékek a f6atlobol leolvashatok. Hasonld méat-
rixok sajatértékei ugyanazok, ezért csak A ~ C és B ~ D jon szoba. Az els6 igaz, mert
A diagonalizélhato, és diagonalis alakja pont C. Viszont D = [ egységmatrix, és ezért
S™1DS = S7'S = I, = D barmilyen S-re, soha nem kapunk B-t. Mdsik meggondolds: a
sajatalterek dimenzidja nem ugyanaz B és D esetében (1, illetve 2).

7. A b) feladatban a sajatértékek 0, 1 és —1, ezért megfelel az a 3 x 3-as diagonéalis matrix,
amelynek a f6atlojaban ez a harom szam all (a tobbi eleme a méatrixnak nulla). A c¢)-beli
polinom (\—1)* ezért az I, egységmatrix j6. Az a)-ban nem val6s (hanem komplex) szamok
a sajatértékek, ezért diagonélis valés métrix nem felelhet meg. Erdemes észrevenni, hogy

010
A:{g clz] — ka(z)=2"—ar—bésB= |0 0 1| = kp(z)=—2*+az’+bx+c.
c b a

Ez minden méretben mikaodik, az utolsoé sorban a kivant polinom egytitthatoi allnak forditott
sorrendben és megfelels elGjellel, a f6atlo feletti ferde sorban 1-esek vannak, a tobbi elem 0.

8. Az M~ sajatértékei az M sajatértékeinek reciprokai, a sajatvektorok ugyanazok. Ezt
gy igazolhatjuk, hogy az Mv = Av egyenletet balrél beszorozzuk M ~!-zel. Egy négyzetes
matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha a 0 nem sajatértéke, azaz ha kj(0) # 0.

9. Ha Tv = \v, akkor T?v = T(Tv) = T(Av) = M(Tv) = \?v, és hasonléan T*v = \Fv.
Ezért ha T = 0, akkor A*v = 0, de v # 0, ezért \* = 0, azaz A\ = 0. Hasonléan, ha T% = I,,,
akkor v = v, ezért \¥ = 1. Ha k = 5, akkor tehat A = 1, ha k = 6, akkor \ = +1.

10. (*) A matrix n x n-es, mert (3 — z)" foka n. Csak A = 31, j6, mert S~(31,,)S = 31,,.

14. (a,b) = (b,a) (komplex konjugdlt); (a;+az, b) = (a;, b)+(as, b) és ugyanez a masodik
valtozoban is. Ha A skalar, akkor (Aa, b) = A(a, b) és (a, \b) = A(a,b). Végiil (a,a) = a*a
mindig nemnegativ valos szam, és csak akkor nulla, ha a = 0.

11. (*) Pl A = [(1) é] megfelels. Mivel det(ATA) = det(A”) det(A) = det(A)?, ezért ha

det(A) # 0, akkor AT A és A rangja is 2. Ezért egy ilyen példaban det(A) csak 0 lehet.

15. (*) Felhasznéljuk az (AB)* = B*A* azonossagot (ami akkor is érvényes, ha valamelyik
tényezs vektor). Elég belatni, hogy ha A* A oszlopainak a Aq,. .., A, skalarokkal vett linearis
kombinéci6ja 0, akkor ugyanez A oszlopaira is igaz. Legyen v = [\, ..., \,|T, ekkor tehat
(A*A)v =0, ezért 0 = (A*Av)*v = (Av)*(Av). A 14. feladat miatt Av = 0.
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A Vandermonde-determinans. Ha n > 2, akkor

1 o a% . a?_l

1 ay a3 ... ay! oo (n\ .
Viay,...,an) =1{. . | = H (a; —a;) (itt 5 tényezd van).

A | isi<isn

1 a, a; ... a~

Az inverz matrix képlete. Az A négyzetes matrix pontosan akkor invertalhato, ha a deter-
minénsa nem nulla. Ebben az esetben az A~! méatrix i-edik soranak j-edik eleme A;;/ det(A),
ahol Aj; az A métrix j-edik soranak i-edik eleméhez tartozo el6jeles aldeterminans. Tehat
az elGjeles aldeterminénsokat a ,transzponalt helyre” kell beirni (az i és j megcserélédik), és
utédna minden elemet elosztani det(A)-val. Specialisan a 3. feladat megoldésat is megkapjuk
(a képlet a 6. feladatsor megoldéaséanak elsé oldalan szerepel).

1. Mindegyik feladatban feltessziik, hogy n > 2. Mindegyik determinanst érdemes felirni
n = 2,3, 4-re, és a felfedezett szabalyszertiségeket altaldnositani.

a) A masodik sor —2-szerese az elsének, ezért a determinans nulla.

b) A maésodik sor V/2-szorose az elsének, ezért a determinans nulla.

c) Ha n > 3, akkor vonjuk ki az els6 sort a méasodikbol és a harmadikbol. A mésodik
sorbol a; — aq-et, a harmadikbol a3 — ai-et kiemelve a két sor egyenl§ lesz: 1-esekbdl
all. Ezért a determinéns értéke nulla. A 2x 2-es esetben az eredmény (as—aq)(by—bs).

d) Ha n > 3, akkor vonjuk ki az elsg sort a masodikbdl és a harmadikbol. A masodik
sorbol as —aq-et, a harmadikbol as —aq-et kiemelve a két sor egyenls: by, bo, b3, ..., b,.
Ezért a determinéns értéke nulla. A 2 x 2-es esetben az eredmény (as — ay)(by — by).

e) Ez a c) specialis esete: a; = j és by = k — 1. Az eredmény 0, illetve 2 x 2-esre —1.

f) Mindegyik sorbol vonjuk ki az els6t, utdna a méasodiktol kezdve a j-edik sorbol emel-
jink ki j — 1-et, végiil a harmadiktol kezdve minden sorbdl vonjuk ki a masodikat.
Ekkor a harmadik sortél kezdve a j-edik sor mindegyik eleme j — 2 lesz, emeljiik ki
ezt is. Ha n > 4, akkor a harmadik és a negyedik sor mér egyforma lesz (csupa 1-es),
ezért a determinans nulla. Az eredmény n = 2-re —7 és n = 3-ra —8.

2. det(U) = det(UT) = det(—U) = (=1)¥ det(U) = — det(U), ezért det(U) = 0.

Az n x n-es tridiagonalis matrix f6atloja végig b, folotte parhuzamosan végig ¢, alatta
végig d szerepel, a tobbi eleme nulla. Jelolje a determinansat D,, = D, (b, ¢, d).

b ¢ 00

b co0 b ¢ 0 d ¢ 0

Dy = =bld b ¢c|—c|0 b c¢|=bD3— cdD,
0dbocl o g pl o d b
0 0 d b

(az elsé sor szerint kifejtettiik, majd a masodik tagot még az els6 oszlopa szerint). Altalaban
is D, 41 = bD,,—cdD,,_1, és nyilvin D, = b, Dy = b>—cd. Ez a rekurziv sorozat meghatarozza
D,-et. Az alabbi feladatokban megsejtjiik az eredményt és teljes indukcioval belatjuk.

12. D,(2,1,1) =n+1; D,(2/z,1/2*1) = (n+1)/2"; D,(0,1,1) = 0, ha n péaratlan és
(C1)% hia n péros; Da(at 8,06, 1) = 32y a/f"7, ami (" — §71)/(a— 5) ha o # 5.

13. (*) Az els6 cos(ny) (az utols6 sor szerint fejtsiik ki). A masodik sin ((n + 1)¢)/sin,
ha sinp # 0. Ha ¢ = 2k, akkor n + 1, ha ¢ = (2k + 1), akkor (n+ 1)(—1)".



