Proginfo linearis algebra gyakorlat
Nyolcadik feladatsor — megolddsok

A determinans. Egy nxn-es A matrix det(A) determinansa egy szam, amelyet a kovetkezd
szabalyok szerint szamithatunk ki. A moédszer a Gauss-eliminacié modositott valtozata.

(1) Barmely sorbol barmelyik masik sor skalarszorosat kivonva a determinans értéke nem
valtozik meg. Ugyanez az oszlopokra is igaz (de oszlopbol sort nem vonhatunk ki).

(2) Ha egy sort (oszlopot) végigszorzunk egy ¢ szammal, akkor a determinans értéke is
c-vel szorzodik. (Vagyis barmely sorbol/oszlopbol kiemelhetd barmilyen skalar.)

(3) Két sort (oszlopot) megcserélve a determinéns elGjelet valt.

(4) (Also vagy fels6) haromszogmaéatrix determinansa a fgatlobeli elemek szorzata.

(5) Ha a determinans egy sora (oszlopa) végig nulla, akkor a determinéans értéke is nulla.

A kiszamitas modszere tehéat a kdvetkezs. Ha az els6 oszlop végig nulla, akkor a determinans
nulla. Ha nem, akkor egy sorcserével (kozben a determinéns eljelet valt) elérhetd, hogy a bal
fels¢ sarokban &all6 elem ne legyen nulla. Ekkor az els6 sor alkalmas skalérszorosait a tobbi
sorbol kivonva ki tudjuk nulldzni az elsé oszlop tobbi elemét. Ezt az eljarast folytatjuk a
féatlo tobbi elemével, mindig a {6atld alatt nulldzva csak. A végén, amikor a f6atlo alatt mar
minden elem nulla, az eredmény a f6atlo elemeinek a szorzata. (Karikdzni nem sziikséges,
és az algoritmust sem kell mereven alkalmazni, pl. egy szamot barmikor kiemelhetiink egy
sorbol/oszlopbol, és cserélhetiink is sort vagy oszlopot, ha ettsl egyszertibb lesz a szamolas.)

5. Az els6 és a harmadik matrix esetében az eredmény —6, illetve 0. A fenti eliminacios
eljaras a méasodik determinéns esetében a kovetkezd.

00 3 2 1 201 1 201 1 20 1
2 4 0 2 00 3 2 00 3 2 012 2
4926__64926__60122__6001 2_24'
36 39 1 21 3 00 1 2 000 —4

Az els6 lépésben a masodik sorbol 2-t, a negyedik sorbol 3-at emeltiink ki, és megcseréltiik az
elss két sort. Utana az (1j) els6 sort kivontuk az utolsébol és a négyszeresét a harmadikbol.
A harmadik 1épésben elGszor kicseréltiik a masodik és a harmadik sort, azutan a harmadik
és a negyedik sort (ez két elGjelvaltassal jart), végiil a harmadik sor haromszorosat kivontuk
a negyedik sorbol. A végeredmény a {Gatlo elemeinek szorzata: (—6)-1-1-1-(—4).

Kisebb méretd matrixok esetében egyszerd képlet van a determinans kiszamitasara.
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A mésodik képlet a csak 3 x 3-as determinansra vonatkoz6 Sarrus-szabaly, amit a
kovetkezGképpen lehet megjegyezni. Az els§ két oszlopot lemésoljuk a determinans jobb
oldala mellé. Ezutéan a f6atloval parhuzamos harom atlo elemeit rendre Gsszeszorozzuk és
ezeket a szorzatokat Osszeadjuk (ez a képlet fels§ sora), majd a mellékatloval parhuzamos
harom atlo elemeit is Gsszeszorozzuk, és ezeket az el6z6 Osszegbdl kivonjuk (ez az also sor).

1. Az els6 két determinans haromszogmatrix, az értékitk —1, illetve 1-4 -6 = 24, a ne-
gyediknél az elsg és a harmadik sort megeserélve (el§jelvaltas!) kapunk haromszogmatrixot,
értéke —45. A harmadik determinans 0 +1-(-3)-(-2)+2-(-1)-3—-0—-0—-0=0a
Sarrus-szabaly alapjan (a f6atloban és mindharom mellékatloban van nulla).
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Az n x n-es determinans képlete. Kiszamitani n > 3-ra nem ezzel érdemes, mert a
Gauss-eliminécio sokkal gyorsabb (a képletnek n faktorialis tagja van). A determinans i-edik
soranak j-edik elemét jelolje a,;;. A Sarrus-szabaly képlete ezzel a jeloléssel:

11Q22033 + (12023031 + A13G210G32 — A13A22031 — A11023032 — A12021033 -

Az 6sszegnek mind a hat tagja ai;as5a3, alaki, ahol az 7, j, k az 1, 2, 3 szamok egy sorrendje
(permutacioja). A képletben mind a hat lehetséges permutécié pont egyszer szerepel, de
mikor 4 az elGjel és mikor —? Ehhez meg kell szamolnuk a permutaciékban az inverziokat.
Ha példaul a 231 sorrendet vessziik, akkor itt az legels6 2-es utdn egy olyan szam all, ami
nala kisebb: az 1. Ez egy darab inverzi6. Hasonléan a 3-as utan is egy ilyen szam all, szintén
az 1. Az l-es utan mar nem all (ilyen) szam. Ezért az inverziok szama 1+ 1+ 0 = 2. Ez
paros szam, ezért az elGjel + lesz, ez a fenti képletben a masodik tag. A 321 sorrendben 3
inverzié van, ami paratlan szdm, ezért a képlet negyedik tagjanak elGjele —.
minden egyes szam esetében megszamoljuk, hogy a sorrendben utana 1évé szdmok koziil
hany van, ami nala kisebb. Ezek alkotnak inverziot, és ezek szdmanak 0sszege a permutécio
inverzi6szama. Ha ez péaros, akkor a permutacié paros és a képletben az elGjel + lesz,
kiilonben pedig —. Mésképp: ha az ¢ és j szamok az adott sorrendben gy szerepelnek, hogy
1 van el6bb, de mégis ¢ > j, akkor ez a par inverziot alkot, kiillonben nem.

4. Az a) esetben bekarikdztuk az inverzioban &allo parokat (ahol az elsé szam a nagyobb).

5 2 4 1 6 3
(2 64 G 56 (3)
24 (21) 26 23
@e®

Az inverziok (karikdk) szdma 8, tehat ez paros permutécio. A b) esetben minden par inver-
zioban all, ezért az inverziok szdma Osszes parok szama: (Z) Végiil a c)-beli permutéacioban
az 1 all inverzidban az Osszes tobbi szammal, és mas inverzié nincs, ezért n — 1 inverzié van.

Az n x n-es determinans képlete a kovetkezs. Az 1,2,...,n minden iy, ..., permutacio-
jaban kiszamoljuk az inverzidk szamat. Ha ez paros szam, akkor az ay;, ... a,;, szorzatot +
elgjellel vessziik, kiilonben — elGjellel. Az igy kapott n! szdm Osszege a determinans értéke.

A determinansra vonatkozo tovabbi hasznos tételek:

(1) Transzponalaskor a determinans értéke nem valtozik: det(A) = det(AT).

(2) A determinansok szorzastétele: det(AB) = det(A)det(B).

(3) Az A matrix akkor és csak akkor invertalhatd, ha det(A) # 0, ebben az esetben
det(A™!) = det(A)™! (azaz det(A) reciproka). Az A determinénsa pontosan akkor
nem nulla, ha A oszlopai (sorai) linearisan fiiggetlenek.

2. det(A) =6 és det(B) = 2 (haromszogmatrixok). Ezért az elgbb felsorolt tételek alapjan
det(A™') = 1/6, det(B™!) =1/2, det(AB) =6-2 =12, det(A"'B~') = 1/12. Utobbit a
szorzat inverzét ado képletbdl is megkaphatjuk: (AB)™' = B7'A™! (megfordul a sorrend).
Végiil det(A + B)-re nincs hasznos képlet, determinansa pl. Sarrus-szabéllyal szamolva 6.
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A determinans kifejtése. Ez a modszer ugyanolyan lasst, mint a determinans képle-
tének hasznélata, de hasznos pl. olyankor, amikor a determinans elemei maguk is képletek.
Az i-edik sor j-edik eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst a kévetkezSképpen kapjuk.

(1) Elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot.
(2) Kiszamitjuk a megmaradd (n — 1) X (n — 1)-es matrix determinansat.
(3) A kapott szamot megszorozzuk (—1)"*7-nel (ettdl elGjeles).
A (3)-ban szerepls (—1)""7 elGjelet a sakktablaszabaly alapjén lehet megjegyezni:

+ - + -
-+ - 4
+ - + -
-+ - 4

Ennek az el6jelnek semmi koze a determinéns képletében lathato ,permutécios” elGjelhez.

A determinanst barmely sora (oszlopa) szerint kifejthetjiik. Végighaladunk az adott soron
(oszlopon), az ott allo elemet megszorozzuk a hozzéa tartozo elGjeles aldeterminénssal, és
ezeket a szorzatokat Osszeadjuk. Az eredmény (barmely sor/oszlop esetén) az eredeti matrix
determinansa lesz. Ha az A matrix i-edik soranak j-edik eleme a;;, a hozza tartozo eljeles
aldeterminans pedig A;;, akkor pl. az els6 sorhoz, illetve az utolsé oszlophoz tartozé kifejtés

CL11A11 + a12A12 + ...+ alnAln = det(A) = alnAln + CLQnAgn + ...+ CLTmAm

Példaként az 5. feladat harmadik determinédnsanak els6 oszlop szerinti kifejtése

8332 1496 1243 |243 |24 3
S0 5 al=0l0 2 3002 3[+3]4 9 634 9 6.
Sz o 76 1276 276 lo23

A keletkezett 3 x 3-as determinansokat Sarrus-szaballyal szamolhatjuk ki, de csak kett&t kell,
ezért érdemes olyan sor vagy oszlop szerint kifejteni, ahol sok nulla van.

6. (*) Az els6 determinansnal adjuk hozza az elsG sort a tobbihez. Ez kinullazza a {6atlo
alatti teriiletet, a féatloban pedig az 1,2, 3, ..., n szamok lesznek, ezért a determinans értéke
ezek szorzata, azaz n!. A méasodik determinénst ugy kell érteni, hogy minden eleme 2, kivéve
a féatlot, ahol sorban az 1,2, 3,4, ..., n szamok vannak. Itt a mésodik sort vonjuk ki a tob-
bib6l (mert ez eltiinteti a ketteseket a tobbi sorbol). Ezutan az 1j elsd sor kétszeresét a ma-
sodik sorhoz adva mar fels6 haromszogmatrixot kapunk, a féatloban —1,2,1,2,3,4,...,n—2
all. Ezért az eredmény (—2)(n — 2)!. (Egy-egy ilyen feladat megoldasakor érdemes el&szor
n = 2,3, 4 esetében probalkozni, hogy lassuk, mi torténik, és utdna altalanositani).

7. A-nak a masodik és a negyedik oszlopa egyenld, tehat az oszlopok linedrisan Osszefiig-
genek, és igy a determinansa nulla. (A mésodik oszlopbdl kivonva a negyediket végig nulla
lesz.) A B fels6 haromszogmatrix, determinansa 24. A C nem négyzetes matrix, nincs
determinénsa. A D determinansa nulla, mert a méasodik oszlop végig nulla.

A t6bbi determinans nehezebb, csak a megoldasi otletet és az eredményt adjuk meg. Az F
determinansa nulla, mert ha egy determinédnsban van egy k£ x m-es téglalapnyi csupa nulla,
ahol k4+m nagyobb, mint a determinéns mérete, akkor mindig nulla lesz a determinans értéke.
Ezt be lehet bizonyitani példaul kifejtéssel és indukcioval, vagy meg lehet gondolni, hogy a
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determinans képletét felirva mindegyik tag nulla lesz, mert valamelyik tényezé a téglalapba
esik. Az I esetében az els6 oszlopot az utolsdval, a méasodikat az utolso elGttivel, stb. cserélve
fels6 haromszogmatrixot kapunk, aminek a determinansa a,, 1021 ... a1,. Ezt még meg kell
szorozni (—1)*-nal, ahol k az (n—1)/2 egész része, hiszen ennyi oszlopcserét végeztiink. A H
determindnsa a™ — (—b)", specialisan det(G) = (—1)""!. Ezt vagy a determinans képlete
alapjan kaphatjuk (Gsszesen csak két nem nulla tag lesz), vagy az elsé oszlop szerint kifejtve
rekurziv képletet allithatunk fel a determinans értékére. Az I matrix els6 sorat a tobbibsl
kivonva fels6 haromszogmatrixot kapunk, az eredmény b1bs...b,_ 1. Végil a J méatrix elsd
sorat a mésodikhoz, majd a kapott masodik sort a harmadikhoz, ezt a negyedikhez, stb.
hozzaadva fels6 haromszogmatrixot kapunk, aminek a f6atloja végig 1.

A 8. feladat szorzasa a komplex szamokéra ,hasonlit”, minden méatrix invertalhato lesz,
kivéve ha a = b = 0, mert a determinans a® + b*>. A 9. feladat ennck egy altaldnositésa, az
tgynevezett kvaterniok, itt is csak a nullamatrix lesz invertalhato, a determinans || 4 |32

Miiveletek geometriai vektorokkal. A térben i, j, k jeloli azt a bazist, amelynek
vektorai a tengelyek pozitiv irdnyaba mutatnak (tehat paronként merdlegesek) és egységnyi
hossztiak. A tér (aq, ag, ag) pontjaba az origobol mutatd vektor tehat a = ani + asj + ask,
aminek a koordinatavektora ebben a bazisban [a];jx = [a1, az, as]”.

Ha [blijx = [51, Ba, B3], akkor a és b skalaris szorzata ab = a1 +asf+a3f; € R, ésb
hossza |b| = vbb = /32 + 82 + B2. Ez ¢rtelmes, mert bb > 0, ha b # 0. Tulajdonsagok:

ab = ba; (a; +az)b = a;b + ayb; (Aa)b = A(ab);

és ugyanezek a masodik valtozoban is. Tétel: ab = |a||b| cos~, ahol v az a és b vektorok 0 és
180° kozotti szoge (ez a szog akkor értelmes, ha egyik vektor sem a nullvektor). Specialisan
a ¢és b pontosan akkor merélegesek (jele: a L b), ha ab = 0.

Az a és b vektorialis szorzata

i j k
axb=|a a azl = (afs—azf)i— (ai1fs —azf)j+ (a1 — azf)k
Br B2 P

(a determinanst az els6 sora szerint forméalisan kifejtjiik). Tulajdonsagok:
axb=—-bxa; (a; +az) xb=a; xb+ay x b; (Aa) x b = A(a x b);

és ugyanezek a masodik véaltozoban is. Tétel: ax b mersleges a-ra és b-re, hossza |a||b| sin~,
ahol v az a és b szoge. Tehat a x b = 0 pontosan akkor, ha a és b parhuzamos. Ha nem ez
a helyzet, akkor a x b iranyat (a két lehetGség koziil) az hatarozza meg, hogy a, b ésa x b
ugynevezett jobbrendszert alkot. Kifejtési tétel: (a x b) x ¢ = (ac)b — (bc)a.

Az a, b és c vegyes szorzata abc = (ax b)c. Ezt a szamot ugy kapjuk, hogy az a, b és ¢
koordinatavektorat sorban beirjuk egy matrix hdrom soraba, és kiszamitjuk a determinanst.
Ezért e harom vektor pontosan akkor van egy sikban, ha (linearisan osszefliggenek, azaz) a
vegyes szorzatuk nulla. Nyilvan abc = bca, azaz (a x b)c = a(b x c) (felcserélési tétel).

3. A fenti képletekkel szamolva [ax b] = [—1,—1,1]T, (axb)c = a(bxc) = 1, ugyanakkor
(axc)b = —1. Végiil (axb) xc = (ac)b— (bc)a = [0,2,2]T, ax (bxc)=[-41,57,—29]T.
10. (a,b) = (b,a); (a; +ag,b) = (a;, b) + (as,b); ha X skalar, akkor (Aa,b) = A(a, b), és
ugyanezek a masodik valtozoban is. Végiil (a,a) > 0, és csak akkor nulla, ha a = 0. Ezek
megegyeznek a geometriai vektorok skalaris szorzatdnak tulajdonségaival.



