Proginfo linearis algebra gyakorlat
Tizenegyedik feladatsor — megolddsok
Egy ¢ : R" — R"™ leképezés linearis, ha minden u,v € R"-re
(1) Osszegtarto, azaz o(u+v) = @(u) + ¢(v);
(2) Skalarszoros-tartd, azaz p(Av) = Ap(v) minden X\ € R skalérra.
A ¢ leképezés magtere azokbol a vektorokbol all, amelyek képe a nullvektor, jele Ker(yp),
képtere az értékkészlete, vagyis azon w € R™ vektorok halmaza, amelyekhez van olyan
v € R", hogy ¢(v) = w, jele Zm(p). A Ker(p) altér R"-ben, az Zm(y) altér R™-ben. A di-
menzioosszefiiggés: dim Ker(p) + dimZm(p) = n (ami a ¢ értelmezési tartomanyanak
dimenzi6ja). A ¢ akkor lineéris transzformacio, ha m = n; akkor izomorfizmus, ha kol-
csonosen egyértelmi. Utobbi azzal ekvivalens, hogy m = n, Ker(yp) = {0} és Zm(p) = R".

1. A p, nem lineris, mert nem skalarszoros-tart6. Példaul ha v = [1,1]7 (azaz a képletben
a =B =1), akkor ps(v) = 1-1 = 1, vagyis 3p4(v) = 3. Ugyanakkor 3v = [3,3]7, ezért
w4(3v) = 3-3 = 9. Tehat p4(3v) # 3p4(v). Hasonlo példa mutatja, hogy a g nem
tartja a A = —1-gyel valo szorzést, és ezért nem lineéaris. A t6bbi leképezés linearis, amit a
fenti két tulajdonsag ellendrzésével igazolhatunk. Pl. o, dsszegtarto, mert ha u = [o, §]7 és
v = [, 8]T, akkor egyrészt ¢1(u) = a+ 8 és p1(v) = v+ 9, masrészt u+v = [a+, 5+ 0|7,
ezért p(u+v) = (a+7v)+ (6+6). Ez tényleg egyenls o1 (u) +¢p1(v) = (a+ ) + (y+)-val.

A Ker(p1) azon v = [a, 8] vektorokbol all, amelyekre 0 = p(v) = a + 3. Ezek az
[, —a]T = a1, —1]T alaki vektorok. Ebben az altérben tehét bazist alkot az [1, —1]7 vektor,
és igy dim Ker(p1) = 1. A ¢, képtere az egész R. Valoban, ha r € R, akkor v = [r, 0] esetén
01(v) =7 +0=r. Igy dimZm(yp,) = 1. Ezt leolvashattuk volna a dimenzi6dsszefiiggésbol
is, ami azt mondja ebben az esetben, hogy 1+1 = 2 (mert ¢, az R*-en van értelmezve). A ¢,
nem lineris transzformacié, mert R? # R, és nem is izomorfizmus, mert Ker(p;) # {0}.

A @, képtere az egész R?, ami 2-dimenzids, magtere a 0,0, a3]” alaki vektorokbol all,
ami 1-dimenziés. Nem transzformacié és nem is izomorfizmus. A @3 képtere azokbodl az
R3-beli vektorokbol all, amelyek harmadik kompononse nulla, ez 2-dimenziés. A magtere
a [0,0, as]” alakt vektorokbol &ll, ami 1-dimenziés. Transzformacio, de nem izomorfizmus.
Végiil o5 transzforméacio is, izomorfizmus is, képtere R?, magtere csak a nullvektorbol all.

Ha ¢ : R" — R™ linearis leképezés, by, ..., b, bazis R"-ben és cq,...,c,, bazis R™-ben,
akkor a ¢ matrixa ebben a bazisparban [p]P (illetve b = c esetén [¢]P) a kivetkezd:
p(b1) @(b2) ... w(by)
Cy 11 19 L. A1n (p(bl) = 011C1 + 91Co + ... + Qp1Chpy
p = )
Cm L Oy Omo .. A gﬁ(bn) = Q1pC1 + QgpC2 + ... + AppCrm

Vagyis ha egy oszlop minden «;; elemét megszorozzuk a soranak a bal oldalan all6 c; vektor-
ral, és ezeket Osszeadjuk, akkor az oszlop tetején allo p(b;) vektort kapjuk. A matrix j-edik
oszlopa tehat a ¢(b;) koordinatavektora a ¢ bazisban, azaz [¢(b;)].. Ha v € R" tetszéleges
vektor, akkor ¢(v) koordinatait a ¢ bazisban gy szamithatjuk ki, hogy v-nek a b bézisban
vett koordinatavektorat megszorozzuk balrél ¢ matrixaval. Képletben: [¢(v)]e = [¢]”¢[V]p.

5. Alkalmas b; b bazisparban felirjuk a transzformacié méatrixat, és ezzel szémolunk.
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2. (*) Ha v = ai + 3j + 7k, vagyis v koordinatavektora az i, j, k béazisban [a, 8,7]T, akkor
©(v) koordinatavektorat ugyanebben a bazisban ugy kapjuk, hogy a megadott méatrixokat
jobbrol megszorozzuk az [, 3,v]T vektorral. Az els6 matrixnal az eredmény [, 7y, 5T (az 2-
tengely fixen marad, az y-tengely helyet cserél a z-tengellyel), ami arra a sikra valo titkrozés,
amely az x-tengelyen athalad, és felezi az y- és z-tengelyek altal bezart szoget. E sik egyenlete
y — 2z = 0. A maéasodik matrixnak az z-tengely koriili két 90 fokos forgatas koziil az felel
meg, amely j-t k-ba (és nem —k-ba) viszi. Végiil a harmadik transzformacié az [1,1,1]"
koordinataju vektor egyenese koriili két 120 fokos forgatas koziil az, amelyre i — j — k — i.

3. Ha « szoggel forgatunk az origo koriil, akkor az i vektor képe cos(a)i+ sin(«)j, a j képe
—sin(a)i + cos(a)j lesz (érdemes felrajzolni a megfeleld derékszogl haromszogeket). Ezért
e forgatas matrixa a lenti F' lesz, aminek a) és ¢) speciélis esete. A b) transzformécional i
helyben marad, j atmegy —j-be, végiil a d) esetben i és j helyet cserél. Az eredmények:

o i I P S S I R

4. A [p]® matrix elsé oszlopaban azok az « és 3 szamok vannak, melyekre p(e}) = ae! +3e),
azaz p(—3e; + Teq) = a(—3e; + Tey) + f(e; — 2e;). Mivel ¢ Osszegtartd és skalarszoros-
tarto, ezért o(—3e; + Tes) = o(—3e1) + p(Te2) = —3p(e1) + Te(ez). Tudjuk a [p]® els6
oszlopabol, hogy ¢(e;) = 2e; + 5ey, a masodik oszlopbol pedig, hogy p(es) = —e; — 3es.
Ezt behelyettesitve a(—3e; + Tez) + S(e1 — 2e2) = —3(2e1 + 5e2) + 7(—e; — 3eq), atrendezve
(=3a+ [+ 13)e; + (Tae — 26 + 36)ex = 0. Mivel e; és e, fliggetlenek, mindkét egyiitthato
nulla. Az egyenletrendszert megoldva a = —62 és f = —199. A masik oszlop is hasonldéan
szamolhato, elemei 19 és 61. Ennél gyorsabb a bézistranszformaci6 képletét alkalmazni:

Bazistranszformacio6. Legyen by, ..., b, éscq,...,c, két bazis, c; = a;b1+...+ay,;b,,
és az S métrixban az i-edik sor j-edik eleme ;. Ekkor [¢]® = S7!p]°S. A 4. példaban

s[2 ] s R 2 (2 Y

1 11 300 0 01
8. Bazistranszformacioval: S = |0 1 1|, az eredmény |0 2 0], illetve [1 0 0].
0 01 0 01 010

Miiveletek linearis leképezésekkel. A ¢, 1 : R" — R™ linearis leképezések 6sszegét
a (¢ +¢)(v) = p(v) + ¢¥(v) definidlja (v € R"). Matrixa a ¢ és ¢ matrixainak Gsszege
(minden bézisparban). A ¢ X skalarszorosa (Ap)(v) = A(¢(v)), métrixa [Ap]P€ = A[p]Pe.
Ha ¢ : R" — R™ és 0 : R* — R, akkor szorzatuk (kompoziciojuk) az a ¢f : R¥ — R™,
melynél v € R* képe ¢ (0(v)). A matrixok dsszeszorzodnak: [p0]> = [p]*<[0]2P.

6. Ha v = [a,B]T, aklor &(v) = [a,—4]" & m(v) = [~a, AT, fay (& + m)(v) = O,
azaz & + m a nulla leképezés, mert o, —B]7 + [—a, B]7 = [0,0]7. Hasonlé meggondolas
mutatja, hogy & + ny a helybenhagyas (identités), mert & (v) = [a, 0]T és na(v) = [0, 8]
Az eredményt gy is megkaphatjuk, hogy a leképezések matrixait adJuk 0ssze.
1 0 O 001 0 0 1
7. A maéatrixok [0 0 —1[és | 0 1 0],aszorzat [1 0 0], amii+j+k koriili 120°-os
0 1 0 -1 0 0 010

forgatas. Ha a masik irdnyba forgatunk, vagy forditva szorzunk, akkor a tengely valtozik.



