Proginfo linearis algebra gyakorlat
Tizedik feladatsor — megolddsok

Skalaris szorzat R és C folott. Ez egy kétvaltozos, valos/komplex értéki fliggvény, melyre

(v,x) = (xy):;  (xy) =AXxy); &y)=Axy)
(X1 +X2,y) = (X1,y) + (X2, ¥); (y,x1 +x2) = (y,x1) + (¥, X2);

tovabba x # 0 esetén (x,x) (valos és) pozitiv. Az x normaja (hossza) [|x| = 1/(x,X).
Ha x # 0, akkor tehat (1/[x||)x egységvektor (normaja 1), ami x-szel parhuzamos, ez
az x (le)normaltja. Haromszog-egyenlétlenség: ||x + y|| < ||x|| + [lyl. Cauchy-
egyenl6tlenség: |(x,y)| < [|x| - [|y|l- A nem nulla x és y vektorok 0 és 180 fok kozotti
v =y(x,y) szogét valos folott a cosy - ||x|| - |y || = (x,y) képlet segitségével definialjuk.

Fépélda: (x,y) = y*x, ahol y* az y transzponaltjanak (komponensenkénti) konjugéaltja.
Azaz hax = [xq,..., 2,7 ésy = [y1,...,yn]’, akkor y*x = 2191 + ... + 2,7n.

1. Az a)-beli fliiggvény nem skalaris szorzat, példaul (Ax,y) = A(x,y) nem teljesiil, ha
x =y = [1,1]T és A = 2. A b)-ben skaléris szorzatot kapunk, ezt tgy igazolhatjuk, hogy
a fenti tulajdonsagokat ellendrizziik. Példdul az utols6é: (x,x) = 2% + 3x32 > 0, kivéve ha
x1 = x5 = 0, hiszen nem nulla valos szam négyzete pozitiv. A ¢) esetben (x,x) = 2x1,,
ami lehet negativ is, pl. ha x = [1, —1]7, tehét ez nem skalaris szorzat. A d)-ben viszont azt
kapunk, az utols6 tulajdonsig bizonyitasa: (x,x) = 2% + 21129 + 23 = 23 + (21 + 22)? > 0,
kivéve ha x1 = x1 + o = 0, azaz amikor x = 0.

2. a): (cosy)V12+224+22432/32 4124524+ 12=1-3+2-1+2 -5+ 31, ahonnan az
adodik, hogy cosy = 1//2, azaz v = 45°. b): cosy = 1/2, igy v = 60°.

3. Ha b = [z,y,u,v]T a keresett vektor, akkor a megadott harom vektorral vett skalaris
szorzata nulla, azaz 2xr +y+u+3v =2r4+y+u+v =2 —y—u+v = 0, ami homogén linearis
egyenletrendszer a b komponenseire. Példaul Gauss-eliminaciéval az altalanos megoldas
(z,y,u,v) = (0, —u,u,0). Ekkor 1 = ||b|| = 2u?, azaz pl. [0, —1/v/2,1/+/2,0]" megfelels.

6. (a,b)=(1—i)-(1—i)+i-1+2-i=2+iés|all =+|L—i2+|12+]i2=2. Ac
skalaris szorzata a-val és b-vel nulla, igy 3- (1 —4) +y-1+2-i=3-(1 —i)+y-i+2z-2=0.
A lineéris egyenletrendszert megoldva y = —1 — 3i és z = —24i.

7. Tudjuk, hogy 0 = (x — iy, ix +y) = i{x — iy, x — iy), hiszen ix +y = i(x — iy). Azaz
|x —iy||> = 0, tehat x — iy = 0. Ezért x és y tényleg linearisan osszefiiggd.

8. |x—y|? = x—-y,x—y) = (x,x) — (x,y) — (y,x) + (y,y). A hasonl6 szdmolast
|x + y||*re is elvégezve azonossagot kapunk. (Az allitds azt a geometriai tényt fejezi ki,
hogy a parallelogramma oldalainak négyzetosszege egyenls az atlok négyzetosszegével.)

Az f,,... f, ortonormalt bazis, roviden ONB, ha elemei paronként merdélegesek, és
hosszuk 1. Ortonormalt bézist a (Gram-)Schmidt eljarassal készithetiink tetszéleges
by,...,b, béazisbdl kiindulva. Legyen f; = (1/|/b1]|)b; (a by norméltja). Ha f;, ..., f; mar
megvan, fi,i-et a kovetkezGképpen kapjuk. A by, vektor f; irdnya vetiiletének hossza
(b1, £;), ezért £ = by — (bpyy, f1)f1 — ... — (bgy1, fi)fy mar mergleges mindegyik f;-re.
Legyen f;; a f normaltja. Igy Span(by,...,by) = Span(fy,...,f;) is igaz minden k-ra.
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5. Az els6 lépésben f; = (1/2)[1,1,1,1]7 a by normaltja. Mivel (by, f;) = 3/2, ezért f; a
b, — (3/2)f; = (1/4)[-3,1,1,1]" vektor norméltja, azaz (1/(2v/3))[-3,1,1,1]". A képlettel
hasonléan tovabb szamolva f3 = (1/v/6)[0, —2,1,1]T és f; = (1/+/2)[0,0, —1,1]".

Egy szimmetrikus, valos A matrix sajatértékei mindig valosak, és a kiilonbo6z6 sajatértékek-
hez tartozé sajatvektorok merdlegesek. Az A-hoz tartozo kvadratikus alak Q(u) = u” Au.

Abban az esetben ha A = [Z Z} és u = [z,y]", akkor Q(u) = ax? + 2bzy + dy?. A kvadra-

tikus alak jellege (karaktere, definitsége) azt mondja meg, milyen valos értékeket vesz fol a
nem nulla vektorokon. Ezt a tulajdonsagot le tudjuk olvasni a matrix sajatértékeibdl:

| Q(u), u#0 | sajatertékek eljele: | jelleg: |
mindig pozitiv mind pozitiv pozitiv definit
mindig negativ mind negativ negativ definit
mindig nemnegativ mind nemnegativ pozitiv szemidefinit
mindig nempozitiv mind nempozitiv negativ szemidefinit
van pozitiv is, negativ is | van pozitiv is, negativ is | indefinit

Ha u = e; a trivialis bazis i-edik vektora, akkor Q(u) az A méatrix féatlojanak i-edik eleme.
Ha pl. a fatloban van pozitiv és negativ szam is, akkor a kvadratikus alak pozitiv és negativ
értékeket is folvesz, tehat indefinit. Legyen Ay = 1 és A, a matrix bal fols§ sarkaban 1évé
k x k-as részméatrix determinansa (ez az tn. karakterisztikus sorozat). A kvadratikus
alak pontosan akkor pozitiv definit, ha minden A; > 0, és pontosan akkor negativ definit,
ha a A; sorozat jelvalto, azaz a péaratlan indexi tagok negativak, a tébbi pozitiv.

4. Mivel a matrix szimmetrikus, a sajatvektorokat normaélva ortonormalt bazist kapunk,
kivéve, ha valamelyik sajataltér legalabb kétdimenzids; ilyenkor ezekben az alterekben kell
ortonormélt bazist keresni. Erre altalanos esetben a Schmidt-eljaras szolgal.
(1) A = 1-hez [1/v/2,—1//2]", X\ = 3-hoz [1/v/2,1/3/2]|T, pozitiv definit.
(2) A = 1-hez [1/v/2,1//2]7, X\ = —1-hez [1/v/2,—1//2]7, indefinit.
(3) A A = —1-hez kétdimenzios sajataltér tartozik: az egész R?, ebben barmelyik orto-
normalt bézis jo, pl. a trivialis e; = [1,0]7 és e; = [0, 1]7.
(4) A sajatértékek £v/2, a bazis elemei (1/v/4 £ 2v/2)[1 £ v/2,1]7, indefinit.
(5) A sajatértékek (— 3 +1/41)/2, a bazis (1/1/82 £ 10v/41)[5 £ v/41,4]", indefinit.
(6) A = —1-hez (1/v/2)[1,0,—1]7. A X = 1 sajatértékhez kétdimenzios sajataltér tar-
tozik, ami az [r,y,x]T alakt vektorokbol 4ll. Ebben a Schmidt-eljaras nélkiil is
talalhatunk meréleges egységvektorokat, pl. [0,1,0]” és (1/4/2)[1,0,1]”. Indefinit.
(7) A sajatértékek 2 és —2, a bézis ugyanaz, mint az el6z8 matrixnal. Indefinit.
(8) A =0, a trivialis ey, ey, eg bazis megfelels, pozitiv és negativ szemidefinit is.
(9) A sajatértékek 0 és 1, a trivialis bazis megfeleld, indefinit.
(10) A =1, a trivialis bazis megfelels, pozitiv definit.

9. Mindharom zartsagi feltétel kovetkezik a skalaris szorzat tulajdonsagaibol. Példaul ha
v € V, akkor (v,a) = 0. De ekkor A\v € V is teljesiil, mert (Av,a) = A(v,a) = 0.

10. Hax = A\je;+...+ \,e,, akkor jobbrol e;-vel skalarisan szorozva, és felhasznélva, hogy
i # j esetén (e;,e;) = 0, tovabb4, hogy (e;,e;) = 1 azt kapjuk, hogy \; = (x,e;), ami az
elsd képletet igazolja. Hasonloan y = Z?:1<y, e;)e;. Az (x,y)-ba ezeket behelyettesitve és
kibontva a méasodik azonossagot kapjuk, aminek a harmadik specialis esete, amikor y = x.



